
,1 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 001

1. Se consider� matricea a b
A

b a
� �= � �
� �

, cu ,a b∈� �i 0b ≠ .

5p a) S� se arate c� dac� matricea 2( )X ∈� �  verific� rela�ia AX XA= , atunci exist� ,u v∈� , astfel  

încât u v
X

v u
� �= � �
� �

.

5p   b) S� se arate c� *n∀ ∈� , ( ) ( ) ( ) ( ), unde , .
2 2

n n n n
n n n

n n
n n

a b a b a b a bx y
A x y

y x
+ + − + − −� �= = =� �

� �

5p   c) S� se rezolve în mul�imea 2 ( )� �  ecua�ia 3 2 1
1 2X � �= � �
� �

.

2. Se consider� 7a ∈� �i polinomul [ ]6
7

ˆX X 5 Xf a= + + ∈� .

5p   a) S� se verifice c�,  pentru orice 7b∈� , 0̂b ≠ , are loc rela�ia 6 1̂b = .

5p   b) S� se arate c� 6 3 3
7

ˆ ˆ5̂ ( 4)( 4),x x x x+ = − + ∀ ∈� .
5p   c)  S� se demonstreze c� pentru orice 7a∈� , polinomul  f  este reductibil în [ ]7 X� .

Varianta 1

2 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 002

1. Se consider� matricea 2 ( )A∈� � , 2 2
1 1A � �= � �
� �

.

5p a)  S� se arate c� exist� a ∈�  astfel încât 2 .A aA=
5p   b) S� se calculeze 2009( )tA A− .
5p c) S� se rezolve ecua�ia ( )5

2,X A X= ∈ �� .

2. Pentru ,a b  din mul�imea [0, )M = ∞  se define�te opera�ia ln( 1)a ba b e e∗ = + − .
5p   a) S� se arate c� dac� ,a b M∈ , atunci a b M∗ ∈ .
5p   b) S� se arate c� legea de compozi�ie  „∗”  este asociativ�.
5p   c)  Pentru n ∈� , 2n ≥ , s� se determine a M∈  astfel încât 

de ori
... 2

n a
a a a a∗ ∗ ∗ =����� .

Varianta 2
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� �
 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 003

1. Se consider� matricea ( )3

0 1 1
1 0 1
1 1 0

A
� �
� �= ∈
� �
� �

�� .

5p a)  S� se verifice egalitatea 2
32A A I− = .

5p   b) S� se calculeze 1A− .
5p c)  S� se arate c� ( )2009 2008 2008

32A A A I+ = + .

2. Se consider� cunoscut c� ( ), ,∗� 	  este un inel comutativ, unde 3x y x y∗ = + − �i
3 3 12x y x y x y= ⋅ − − +	 , ,x y∀ ∈� .

5p a) S� se arate c� elementul neutru al legii de compozi�ie  „ 	 ”  este 4. 
5p   b) S� se determine ,a b∈�  astfel încât între inelele ( ), ,∗� 	 �i ( ), ,+ ⋅�  s� existe un izomorfism 

       de forma :f →� � , ( )f x a x b= ⋅ + .

5p   c)  S� se rezolve în mul�imea �  ecua�ia 2009

de 2009 ori
... 2 3

x
x x x = +	 	 	����� .

Varianta 3

4 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 004

1. Se consider� matricea 1 2 2
2 2 1A −� �= � �−� �

.

5p a)  S� se calculeze rangul matricei A.
5p   b) S� se demonstreze c� det( ) 0tA A⋅ = .
5p c)  S� se determine o matrice nenul� ( )3,2B ∈ 
�  astfel încât 2AB O= .
 2.  Se �tie c� ( , )G 	  este grup, unde (3, )G = ∞ �i ( 3)( 3) 3x y x y= − − +	 . Se consider� func�ia

: (0, )f G∞ → , ( ) 3f x x= + .
5p   a)  S� se calculeze 4 5 6	 	 .
5p   b) S� se demonstreze c� func�ia f  este un izomorfism de grupuri, de la ( )(0, ),∞ ⋅  la ( ),G 	 .
5p c)  S� se demonstreze c� dac� H este un subgrup al lui G care con�ine toate numerele naturale 4k ≥ ,

atunci H con�ine toate numerele ra�ionale 3q > .

Varianta 4
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5 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 005

1. Se consider� punctele (0, 6), (1, 4), ( 1, 8)A B C − �i matricea 
1 1 1 1
0 1 1
6 4 8

M a
b

� �
� �= −
� �
� �

, unde ,a b∈� .

5p a)  S� se arate c� punctele , ,A B C  sunt coliniare. 
5p   b) S� se determine rangul matricei M în cazul 3, 0a b= = .
5p c)  S� se arate c� dac� unul dintre minorii de ordin trei ai lui M , care con�in ultima coloan�, este nul,  

       atunci rang( ) 2.M =
  2.  Pe mul�imea �  definim legea de compozi�ie 5 6 6 6x y xy x y∗ = + + + .
5p   a) S� se arate c� legea “∗” este asociativ�.
5p   b) S� se determine elementele simetrizabile ale mul�imii �  în raport cu legea “∗”.
5p   c)  S� se rezolve ecua�ia

de 2009 ori 
... 1

x
x x x x∗ ∗ ∗ ∗ = −������� .

Varianta 5

6 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 006

1. Se consider� permutarea 5
1 2 3 4 5
3 1 2 5 4

S� �σ = ∈� �
� �

.

5p   a)  S� se calculeze 2009σ .
5p   b) S� se dea exemplu de o permutare 5Sτ ∈  astfel încât eτσ ≠ �i ( )2 eτσ = .

5p c)  S� se demonstreze c�, pentru orice 5Sτ ∈ , exist� p ∗∈�  astfel încât p eτ = .

2.  Se consider� a ∈� , 1x , 2x , 3x ∈�  r�d�cinile ecua�iei 3 22 2 0x x x a− + − = �i determinantul  

1 2 3

3 1 2

2 3 1

x x x
x x x
x x x

Δ = .

5p a) Pentru  1a = , s� se determine 1 2,x x �i 3x .
5p   b) S� se arate c�, pentru orice a ∈� , ecua�ia are o singur� r�d�cin� real�.
5p c)  S� se arate c� valoarea determinantului Δ  nu depinde de a.

Varianta 6

http://www.pro-matematica.ro



7 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 007

1. Se consider� matricele ( )
1 2 3 4
0 1 2 3 , 0 0 0 1
0 0 1 2

A B
� �
� �= =
� �
� �

�i sistemul 
2 3 4 3

2 3 2
2 1

x y z t
y z t

z t

+ + + =�
	 + + =

	 + =�

.

5p  a) S� se determine rangul matricei A.
5p  b) S� se determine mul�imea solu�iilor sistemului. 
5p c)  S� se demonstreze c� ecua�ia XA B=  nu are solu�ii ( )1,3X ∈� � .

2.  Se consider� mul�imea 2 2( )
2 2

k k

k kG A k k
� �� �	 	= = ∈� �
 
� �	 	� �� �

� , �i pentru fiecare t ∈�  not�m cu  

( ){ }1tH A kt k= − ∈� . Se admite faptul c� ( ),G ⋅  este un grup, unde „ ⋅ ” este înmul�irea matricelor. 

5p a)  S� se arate c� ,n p∀ ∈� , ( ) ( ) ( 1)A n A p A n p⋅ = + + .
5p b)  S� se demonstreze c�, pentru orice t ∈� , tH  este un subgrup al grupului ( , )G ⋅ .
5p c)  S� se demonstreze c� grupurile ( , )G ⋅ �i ( , )+� sunt izomorfe. 

Varianta 7

8 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 008

1.  Se consider�  matricea 3

1 1 1
1 1 1 ( )
1 1 1

A
− −� �

� �= − − ∈
� �− −� �

�� .

5p   a) S� se calculeze ( )det A .

5p   b) S� se arate c�
2 2

2
3

2 1 2 2
3 3

n n
nA A I− += + , pentru orice n ∗∈� .

5p c)  S� se determine 1A− .
2.  Se consider� a ∈� �i ecua�ia 3 0x x a− + = , cu r�d�cinile complexe 1 2 3, ,x x x .

5p a)  S� se calculeze 1 2 3( 1)( 1)( 1)x x x+ + + .
5p b)  S� se determine 2x �i 3x �tiind c� 1 2x = .
5p c)  S� se determine a ∈�  pentru care 1 2 3, ,x x x  sunt numere întregi. 

Varianta 8
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9 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 009

1. Fie ( ) ( ) ( ), , , , ,A A B B C CA x y B x y C x y  trei puncte din plan �i matricea ( )3

1
1
1

A A

B B

C C

x y
M x y

x y

� �
� �= ∈� �
� �
� �

�� .

5p a)  S� se arate c�, dac� , ,A B C  se afl� pe dreapta de ecua�ie 2y x= , atunci ( )det 0M = .
5p b) S� se arate c�, dac� triunghiul ABC este dreptunghic �i are catetele de lungime 1, atunci ( )det 1M = ± .

5p c)  S� se arate c�, dac�  matricea M  este inversabil�, atunci suma elementelor matricei 1M −  este 1. 

2.  Se consider� mul�imea de matrice ,
3
a b

A a b
b a

� �� �	 	= ∈
 
� �−	 	� �� �
� .

5p a)  S� se arate c�, dac� X A∈ �i Y A∈ , atunci X Y A+ ∈ .
5p b)  S� se arate c�, dac� X A∈ ,Y A∈ �i 2XY O= , atunci 2X O=  sau 2Y O= .
5p c)  Admitem cunoscut faptul c� A este inel în raport cu adunarea �i înmul�irea matricelor. S� se determine 

elementele inversabile ale acestui inel. 

Varianta 9

10 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 010

1. Se consider� permut�rile 3,e Sα∈ , 1 2 3
1 2 3e � �= � �
� �

, 1 2 3
3 1 2
� �α = � �
� �

.

5p   a) S� se calculeze 3α .
5p b)  S� se rezolve ecua�ia 2009 x eα ⋅ = , 3x S∈ .
5p c)  S� se demonstreze c�, oricare ar fi ordinea factorilor, produsul tuturor permut�rilor din 3S  este 

     permutare impar�.
2.  Fie inelul [ ] { },i a bi a b= + ∈� � .

5p a) S� se dea exemplu de un num�r complex z  astfel încât [ ]z i∉� �i [ ]2z i∈� .

5p b)  S� se determine elementele inversabile ale inelului [ ]i� .

5p c)  S� se arate c� mul�imea ( ) ( ){ },H m n m n i m n= + + − ∈�  este parte stabil� a lui [ ]i�  în raport 
cu înmul�irea. 

Varianta 10
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11    SUBIECTUL II (30p) – Varianta 011

1. Pentru , , ,a b c d ∈� , se consider� matricea 

a b c d
b a d cA c d a b
d c b a

� �
� �− −= � �− −� �� �− −� �

�i matricea transpus� .tA

5p   a) Pentru 1a c= = �i 0b d= = , s� se calculeze det ( )A .
5p b)  S� se arate c� 4

tA A I⋅ = α ⋅ , unde 2 2 2 2a b c dα = + + + .
5p c)  S� se demonstreze c� dac� 4A O≠ , atunci A este inversabil�.

2.  Se consider� , ,a b c∈� �i polinomul 3 2 ,f X aX bX c= + + + cu r�d�cinile 1 2 3, ,x x x ∈� , astfel  
       încât 1 2 31, 1, 1.x x x≤ ≤ ≤

5p a) S� se demonstreze c� 3.a ≤

5p b)  S� se arate c�, dac� 0c < , polinomul are cel pu�in o r�d�cin� real� în intervalul ( )0, ∞ .
5p c)  S� se arate c�, dac� 1, 1,a c= = −  atunci 1.b = −

Varianta 11

12    SUBIECTUL II (30p) – Varianta 012
1. Se consider� polinoamele [ ],f g X∈� , 2 1f X X= + + , cu r�d�cinile complexe 1 2,x x �i

2g aX bX c= + + , cu 0a ≠ . Fie matricele ( )3,A V ∈� � ,
c b a

A a c b
b a c

� �
� �=
� �
� �

�i 1 2
2 2
1 2

1 1 1
1
1

V x x
x x

� �
� �= � �
� �
� �

.

5p   a)  S� se arate c� 2 1det ( ) 3( )V x x= − .

5p b)  S� se arate c�
1 2

1 1 2 2
2 2
1 1 2 2

(1) ( ) ( )
(1) ( ) ( )
(1) ( ) ( )

g g x g x
A V g x g x x g x

g x g x x g x

� �
� �⋅ = � �
� �
� �

.

5p c)  S� se arate c� det ( ) 0A =  dac� �i numai dac� 0a b c+ + =  sau a b c= = .

2.  Se consider� func�ia 5 5:f →� � , 4 ˆ( ) 4f x x x= + .

5p a) S� se calculeze ˆ(0)f �i ˆ(1)f .
5p b)  S� se arate c� func�ia f  nu este surjectiv�.
5p c)  S� se descompun� polinomul 4

54̂ [ ]X X X+ ∈�  în factori ireductibili peste 5� .

Varianta 12
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13 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 013

1. Se consider� sistemul de ecua�ii 
1
3

3

x y z
x y z
mx y z m

− + =�
	 + + =

	 + + =�

, unde m∈� . Pentru fiecare m∈� , not�m cu mS

mul�imea solu�iilor reale ale sistemului. 
5p   a)  S� se determine m∈�  pentru care sistemul are solu�ie unic�.
5p b)  S� se arate c� pentru orice m∈�  sistemul este compatibil. 
5p c)  S� se determine { }2 2 2

1min ( , , )x y z x y z S+ + ∈ .

2.  Se consider� matricele 0 1
1 0A � �= � �−� �

, 0 1
1 1B � �= � �−� �

, 2
1 0
0 1I � �= � �
� �

, C A B= ⋅ �i mul�imea 

( ) ( ){ }2 det 1G X X= ∈ =� � .

5p a) S� se verifice c� 4 6
2.A B I= =

5p b)  S� se arate c� ( ),G ⋅  este un subgrup al grupului multiplicativ al matricelor inversabile de ordin doi, 
cu elemente numere complexe.

5p   c)  S� se demonstreze c� 2
nC I≠ , pentru orice n ∗∈� .

Varianta 13

14 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 014

1. Se consider� matricea 2 2 2
3 3 3

a b c
A a b c

a b c

� �
� �=
� �
� �

, unde , ,a b c ∗∈� .

5p   a) S� se calculeze rangul matricei A.
5p b)  S� se arate c� exist� d ∈�  astfel încât 2A dA= .
5p c)  S� se arate c� exist� matricele ( )3,1K M∈ � �i ( )1,3L M∈ � astfel încât A K L= ⋅ .

2.  Se consider� num�rul 3a i= − ∈� �i polinomul [ ]f X∈
 , 4 24 16f X X= − + .
5p a)  S� se arate c� ( ) 0.f a =
5p b)  S� se determine r�d�cinile polinomului f.
5p c)  S� se arate c� polinomul f este ireductibil în [ ]X
 .

Varianta 14
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15 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 015

1. Fie , ,a b c∈� �i matricea 
a b c

A c a b
b c a

� �
� �= � �
� �
� �

.

5p   a) S� se calculeze ( )det A .
5p b)  S� se arate c� dac� 0a b c+ + ≠ �i A  nu este inversabil� în ( )3 
� , atunci a b c= = .

5p c)  S� se arate c� sistemul de ecua�ii liniare 

1
2
1
2
1
2

ax by cz x

cx ay bz y

bx cy az z

� + + =	
	
	 + + =

	
	 + + =	�

 admite numai solu�ia 0x y z= = = .

2.  Se consider� polinomul [ ]f X∈� , 4 25 5f X X= − + , cu r�d�cinile 1 2 3 4, , ,x x x x ∈� .

5p a)  S� se calculeze 
1 2 3 4

1 1 1 1
x x x x

+ + + .

5p b)  S� se arate c� polinomul f are toate r�d�cinile reale. 
5p c)  S� se arate c� dac� g este un polinom cu coeficien�i reali care are proprietatea c� pentru orice x real 

( ) ( )g x f x≤ , atunci exist� [ 1, 1]a ∈ −  astfel încât .g af=

Varianta 15

16 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 016

1. Se consider� mul�imea , , 0
0 1
a b

G X a b a
� �� �	 	= = ∈ >
 
� �

� �	 	� �
� .

5p   a) S� se arate c� dac� ,A B G∈ , atunci AB G∈ .
5p b)  S� se g�seasc� dou� matrice ,C D G∈  pentru care CD DC≠ .

5p c)  S� se arate c� dac� A G∈ , atunci 2
2I A A G− + ∈ .

2.  Se consider� , ,a b c∈
 �i polinomul 3 2f X aX bX c= + + + .
5p a)  S� se determine , ,a b c  astfel încât polinomul f s� aib� r�d�cinile 1 2 1x x= = �i 3 2x = − .
5p b)  S� se arate c� dac� f are r�d�cina 2 , atunci f are o r�d�cin� ra�ional�.
5p c)  S� se arate c� dac� , ,a b c∈� , iar numerele (0)f �i (1)f  sunt impare, atunci polinomul f nu are 

     r�d�cini întregi. 

Varianta 16
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17 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 017

1. Se consider� matricele 1 3
0 1A � �= � �−� �

�i 3 8
1 3B − −� �= � �

� �
.

5p a)  S� se calculeze 2 2A B− .
5p   b) S� se calculeze 2 3 4

2det( )I A A A A+ + + + .

5p   c) S� se arate c� ecua�ia 2
2X I=  are o infinitate de solu�ii în ( )2M � .

2. Se consider� polinoamele [ ],f g X∈
 , 4 3 2 1f X X X X= + + + + , cu r�d�cinile 1 2 3 4, , ,x x x x ∈�

�i 2 1g X= − .
5p   a)  S� se determine restul împ�r�irii polinomului  f  la polinomul g.
5p   b) S� se calculeze ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 41 1 1 1x x x x− ⋅ − ⋅ − ⋅ − .
5p   c)  S� se calculeze ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4g x g x g x g x⋅ ⋅ ⋅ .

Varianta 17

18 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 018

1. Se consider� matricea 3

0 0 0
1 0 0 ( )
1 1 0

A
� �
� �= ∈
� �
� �

�� .

5p a)  S� se calculeze 3A .
5p   b)  S� se afle rangul matricei 3

tI A A+ + .
5p   c)  S� se determine inversa matricei 3I A+ .

2. Se consider� ,a b∈� �i polinomul 3 24 20f X aX X b= + + + , cu r�d�cinile 1 2 3, ,x x x ∈� .
5p   a)  S� se determine 1 2 3, ,x x x  în cazul 2, 0a b= = .
5p   b)  S� se demonstreze c� 2 2 2 2

1 2 1 3 2 3( ) ( ) ( ) 8(4 15)x x x x x x a− + − + − = − .
5p   c)  S� se determine ,a b  astfel încât polinomul  f  s� aib� o r�d�cin� dubl� egal� cu a− .

Varianta 18
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19 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 019

1.  Se consider� sistemul 

1
0
0
0

x y z t
x y z t
x y z t
x y z t

+ + + =�
	 − + + =	

 + − + =	
	 + + − =�

�i A  matricea sistemului. 

5p a)  S� se calculeze ( )det A .
5p   b)  S� se rezolve sistemul.
5p   c)  S� se determine 1A− .

2. Fie polinomul [ ]4 3 22 2 1f X X aX X X= + + − + ∈� �i 1 2 3 4, , ,x x x x ∈�  r�d�cinile sale.   

5p   a)  S� se calculeze 
1 2 3 4

1 1 1 1
x x x x

+ + + .

5p   b)  S� se arate c� ( )
2

2 1 12 2 ,f x x x x a x
x x

∗
� �� � � �= − + − + + ∀ ∈� �� � � �
� � � �� �� �

� .

5p   c)  S� se determine a ∈�  pentru care toate r�d�cinile polinomului f sunt numere reale. 

Varianta 19

20 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 020

1.  Se consider� triunghiul ABC, cu laturile AB c= , BC a= , CA b= �i sistemul 
ay bx c
cx az b
bz cy a

+ =�
	 + =

	 + =�

.

5p a)  S� se rezolve sistemul în cazul 3, 4, 5.a b c= = =
5p   b)  S� se demonstreze c�, pentru orice triunghi, sistemul are solu�ie unic�.
5p   c) �tiind c� solu�ia sistemului este ( )0 0 0, ,x y z , s� se demonstreze c� ( )0 0 0, , 1,1x y z ∈ − .

2.  Se consider� mul�imea 3,a bG a bb a
� �� �= ∈
 
� �
� �� �

� .

5p  a)  S� se determine num�rul elementelor mul�imii G.
5p  b) S� se arate c� AB G∈ , pentru orice ,A B G∈ .
5p  c)  S� se determine num�rul matricelor din mul�imea G care au determinantul nul. 

Varianta 20
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21 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 021

1.  Pentru  , ,a b c ∗∈� , se consider� sistemul 
ax by cz b
cx ay bz a
bx cy az c

+ + =�
	 + + =

	 + + =�

 , , ,x y z ∈� .

5p a)  S� se arate c� determinantul sistemului este 2 2 2( )( ).a b c a b c ab ac bcΔ = + + + + − − −
5p   b)  S� se rezolve sistemul în cazul în care este compatibil determinat.  
5p   c) �tiind c� 2 2 2 0a b c ab ac bc+ + − − − = , s� se arate c� sistemul are o infinitate de solu�ii ( ), ,x y z ,

  astfel încât 2 2 1x y z+ = − .

2. Se consider� mul�imea 4, ,0
a bG a b cc

� �� �= ∈
 
� �
� �� �

� .

5p   a)  S� se determine num�rul elementelor mul�imii G.
5p   b)  S� se dea un exemplu de matrice A G∈  cu proprietatea c� ˆdet 0A ≠ �i 2 ˆdet 0A = .

5p   c)  S� se determine num�rul solu�iilor ecua�iei 2 ˆ ˆ1 0
ˆ ˆ0 0

X
� �

= � �
� �

, X G∈ .

Varianta 21

22 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 022

1.  Fie sistemul 
3 3 3

0
0 , cu , ,

1

x y z
ax by cz a b c
a x b y c z

� + + =
	 + + = ∈

	 + + =�

� , distincte dou� câte dou� �i A matricea sistemului. 

5p a)  S� se arate c� ( ) ( )( )( )( )det A a b c c b c a b a= + + − − − .
5p   b)  S� se rezolve sistemul în cazul 0a b c+ + ≠ .
5p   c)  S� se demonstreze c� dac� 0a b c+ + = , atunci sistemul este incompatibil.

2. Se consider� �irul de numere reale ( )n na ∈� , cu 0 0a = �i 2
1 1n na a+ = + , n∀ ∈� �i polinomul  

[ ]f X∈� , cu (0) 0f = �i cu proprietatea c� 2 2( 1) ( ( )) 1f x f x+ = + , x∀ ∈� .

5p   a)  S� se calculeze ( )5f .

5p   b)  S� se arate c� n∀ ∈� , ( )n nf a a= .
5p   c)  S� se arate c� f X= .

Varianta 22
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23 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 023

1.  Se consider� matricea 0 5
1 0A � �= � �
� �

�i mul�imea ( ) 5 ,a bC A X a bb a
� �� �= = ∈
 
� �

� �� �
� .

5p a)  S� se arate c� ( )X C A∀ ∈ , XA AX= .

5p   b)  S� se arate c� dac� ( )Y C A∈ �i 2
2Y O= , atunci 2Y O= .

5p   c)  S� se arate c� dac� ( ) 2,Z C A Z O∈ ≠ �i Z are toate elementele ra�ionale, atunci det 0Z ≠ .

2. Se consider� 3a ∈� �i polinomul [ ]3 2
32̂f X X a X= + + ∈� .

5p   a)  S� se calculeze ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ0 1 2f f f+ + .

5p   b)  Pentru 2̂a = , s� se determine r�d�cinile din 3�  ale polinomului f .
5p   c)  S� se determine 3a ∈�  pentru care polinomul f  este ireductibil în [ ]3 X� .

Varianta 23

24 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 024
1.  Se consider� o matrice ( )3A∈� � . Se noteaz� cu tA  transpusa matricei A.

5p a)  S� se demonstreze c� z∀ ∈� , ( )3X∀ ∈� � , ( ) ( )3det detzX z X= .

5p   b)  S� se demonstreze c� det ( ) 0tA A− = .

5p   c) �tiind c� tA A≠ , s� se demonstreze c� rang ( ) 2tA A− = .

2.  Se consider� polinomul [ ]f X∈
 , cu 4 25 4f X X= − + .
5p   a)  S� se determine r�d�cinile polinomului f.
5p   b)  S� se determine polinomul [ ]h X∈
 , pentru care (0) 1h = �i ale c�rui r�d�cini sunt inversele  

  r�d�cinilor polinomului f.
5p   c) �tiind c� g este un polinom cu coeficien�i întregi, astfel încât ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 2g g g g− = − = = = ,

s� se arate c� ecua�ia ( ) 0g x =  nu are solu�ii întregi. 

Varianta 24
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25 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 025

1.  În mul�imea 3S  a permut�rilor de 3 elemente se consider� permutarea 1 2 3
3 1 2
� �σ = � �
� �

.

5p a)  S� se verifice c� permutarea σ  este par�.
5p   b)  S� se determine toate permut�rile 3x S∈ , astfel încât x xσ = σ .

5p   c)  S� se rezolve ecua�ia 2x σ= , cu 3x S∈ .

2.  Se consider� matricea 2 2
1 1A � �= � �− −� �

�i mul�imea ( ) { }{ }2 \ 1G X a I aA a= = + ∈ −� .

5p   a)  S� se arate c� { }, \ 1a b∀ ∈ −� , ( ) ( ) ( )X a X b X ab a b= + + .

5p   b)  S� se arate c� ( ),G ⋅  este un grup abelian, unde ,, ⋅ ” reprezint� înmul�irea matricelor. 
5p   c)  S� se determine t ∈�  astfel încât (1) (2)... (2009) ( 1)X X X X t= − .

Varianta 25

26 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 026

1. Se consider� matricele 0 1
1 0A −� �= � �
� �

�i cos sin
sin cos

t tB t t
−� �= � �

� �
, cu t ∈� .

5p a) S� se arate c� dac� matricea 2 ( )X ∈� �  verific� rela�ia AX XA= , atunci exist� ,a b∈� ,

  astfel încât a bX b a
−� �= � �

� �
.

5p   b) S� se demonstreze c� *n∀ ∈� , cos sin
sin cos

n nt ntB nt nt
−� �= � �

� �
.

5p c)  S� se rezolve în mul�imea 2 ( )��  ecua�ia 2X A= .

2. Se consider� a ∈� �i polinomul 4 3 23 2 1 [ ]f X X X aX X= − + + − ∈� .

5p a)  S� se calculeze 
1 2 3 4

1 1 1 1
x x x x

+ + + , unde 1 2 3 4, , ,x x x x ∈�  sunt r�d�cinile polinomului f .

5p b) S� se determine restul împ�r�irii polinomului  f  la 2( 1)X − .
5p   c)  S� se demonstreze c� f  nu are toate r�d�cinile reale. 

Varianta 26
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27 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 027

1. În mul�imea ( )'2� � , se consider� matricele 0 0
1 0A � �= � �
� �

�i 2
1 0
0 1I � �= � �
� �

.

5p   a) S� se determine rangul matricei 2A I+ .
5p   b) S� se demonstreze c� dac� ( )'2X ∈� �  astfel încât AX XA= , atunci exist� ,x y ∈�  astfel  

  încât 0xX y x
� �= � �
� �

.

5p c)  S� se demonstreze c�  ecua�ia 2Y A=  nu are nicio solu�ie în mul�imea ( )'2� � .
 2.  Pe mul�imea �  se define�te legea de compozi�ie x y x y xy∗ = + + .
5p
5p

a) S� se arate c� legea „∗” este asociativ�.
b) Fie func�ia ( ): , 1f f x x→ = +� � . S� se verifice rela�ia ( ) ( ) ( ) , ,f x y f x f y x y∗ = ⋅ ∀ ∈� .

5p c)  S� se calculeze 1 1 1 11 ...
2 3 2008 2009

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ .

Varianta 27

28 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 028

1. Se consider� matricea 1 0
0 8A � �= � �
� �

.

5p   a) S� se rezolve ecua�ia 2det( ) 0A xI− = .
5p   b) S� se arate c� dac� matricea ( )2X ∈ ��  verific� rela�ia AX XA= , atunci exist� ,a b∈�  astfel  

  încât 0
0
aX b
� �= � �
� �

5p c)  S� se determine num�rul de solu�ii ale ecua�iei 3X A= , 2 ( )X ∈ �� .

2.  Se consider� mul�imea de func�ii ( ){ }*
, ,: , ,a b a bG f f x ax b a b= → = + ∈ ∈� � � � .

5p a)  S� se calculeze 1, 2 1, 2f f− −	 , unde „ 	 ” este compunerea func�iilor.
5p b)  S� se demonstreze c� ( ),G 	  este un grup. 
5p c)  S� se arate c� grupul G con�ine o infinitate de elemente de ordin 2. 

Varianta 28
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29 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 029

1.  Se consider� sistemul 
0

1
2 1

x y z
mx y z m
x my z

+ + =�
	 + + = −

	 + + = −�

, m∈� �i matricea 
1 1 1

1 1
1 2

A m
m

� �
� �=
� �
� �

.

5p   a) S� se determine m∈�  pentru care ( )det 0A = .
5p   b)  S� se arate c� pentru orice m∈�  sistemul este compatibil.
5p c)  S� se determine m∈� �tiind c� sistemul are o solu�ie 0 0 0( , , )x y z  cu 0 2z = .

2.  Se consider� mul�imea ( )2 3� � , submul�imea ( )2 3
2̂a bG X X

b a
� �� �	 	= ∈ =
 
� �

� �	 	� �
� � �i matricele 

2
ˆ ˆ0 0
ˆ ˆ0 0

O
� �

= � �
� �

�i 2
ˆ ˆ1 0
ˆ ˆ0 1

I
� �

= � �
� �

.

5p a)  S� se verifice c� dac� 3,x y ∈� , atunci 2 2 0̂x y+ =  dac� �i numai dac� 0̂x y= = .
5p   b) S� se arate c� mul�imea 2\{ }H G O=  este un subgrup al grupului multiplicativ al matricelor 

  inversabile din ( )2 3� � .

5p   c)  S� se rezolve ecua�ia 2
2 ,X I X G= ∈ .

Varianta 29

30    SUBIECTUL II (30p) – Varianta 030
1.  Se consider� numerele reale , ,a b c , func�ia 3: , ( ) 2 3f f x x x→ = + +� � �i determinan�ii  

3 3 3

1 1 1
A a b c

a b c
= �i

1 1 1

( ) ( ) ( )
B a b c

f a f b f c
= .

5p   a) S� se arate c� ( )( )( )( )A a b b c c a a b c= − − − + + .
5p b)  S� se arate c� A B= .
5p c)  S� se arate c�, pentru orice trei puncte distincte, cu coordonate naturale, situate pe graficul func�iei 

,f  aria triunghiului cu vârfurile în aceste puncte este un num�r natural divizibil cu 3. 

2.  Se consider� matricea 1 3
3 9A −� �= � �−� �

�i mul�imea ( ){ }2G X a I aA a= = + ∈� .

5p a)  S� se arate c� ,a b∀ ∈� , ( ) ( ) ( )0X a X X a= �i ( ) ( ) ( 10 ).X a X b X a b ab= + −

5p b)  S� se arate c� mul�imea ( ) 1
10

H X a a� �� �= ∈
 
 
 

� �� �

\�  este parte stabil� a lui ( )2 �� în raport cu  

înmul�irea matricelor. 
5p c)  S� se rezolve ecua�ia 2

2 ,X I X G= ∈ .

Varianta 30
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31 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 031

1. Pentru x ∈�  se consider� matricea ( )
2

2
1 1( )

1 1
x xA x

x
� �+ −= ∈� �−� �

� � .

5p   a) S� se verifice c� ( )2( ) 2 ( ).A x xA x=

5p b)  S� se determine toate numerele complexe x  pentru care ( ) ( )4 2
2( ) ( ) .A x A x O+ =

5p c)  S� se arate c� ecua�ia ( ) ( )2
20 ,X A X M= ∈ �  nu are solu�ii.

2.  Se consider� polinomul [ ]f X∈� , ( ) ( )100 100f X i X i= + + − , care are forma algebric�
100 99

100 99 1 0...f a X a X a X a= + + + + .
5p a)  S� se calculeze 100a + 99a .
5p b)  S� se determine  restul împ�r�irii polinomului  f  la 2 1X − .
5p c)  S� se demonstreze c� polinomul  f  are toate r�d�cinile reale.   

Varianta 31

32 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 032

1. Se consider� în 3�  sistemul 
1
1

ax y z
x ay z
x y az a

+ + =�
	 + + =

	 + + =�

, a ∈� .

5p   a) S� se arate c� determinantul matricei sistemului are valoarea 2( 2)( 1) .a a+ −
5p b)  S� se rezolve sistemul în cazul în care este compatibil determinat.
5p c)  S� se rezolve sistemul în cazul 2a = − .

2.  Se consider� mul�imea ( )2G ⊂� 
 , 2 210 , 10 1|a bG a b , a bb a
� �� �= ∈ − =
 
� �
� �� �


 .

5p a)  S� se verifice c� 19 60
6 19A G� �= ∈� �

� �
.

5p b)  S� se arate c� X Y G⋅ ∈ , pentru oricare ,X Y G∈ .
5p c)  S� se demonstreze c� mul�imea G este infinit�.

Varianta 32
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33 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 033

1. Se consider� matricele 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

I
� �
� �=
� �
� �

,
0 1 0
0 0 1
1 0 0

B
� �
� �=
� �
� �

�i 2
3A aI bB cB= + + , , ,a b c∈� .

5p   a) S� se calculeze 3B .
5p b)  S� se calculeze 1B− .
5p c)  S� se demonstreze c� , ,a b c∀ ∈� , ( ) ( )det 0a b c A+ + ≥ .

2.  Se consider� corpul ( )7 , ,+ ⋅� �i { }2
7H x x= ∈� .

5p a)  S� se arate c� ˆ ˆ ˆ ˆ{0,1,2,4}H = .

5p b)  S� se arate c�, pentru orice 7a ∈�  exist� 7,x y ∈� astfel încât 2 2a x y= + .

5p c)  S� se arate c� 2000
7{ | }x x H∈ =� .

Varianta 33

34 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 034

1. Se consider� matricele ( ) ( ) ( )1,3 3,1

4
1 2 3 , 5

6
K M L M

� �
� �= ∈ = ∈
� �
� �

� � �i A LK= .

5p   a) S� se calculeze suma elementelor matricei A .
5p b)  S� se arate c� 2 32A A= .
5p c)  S� se arate c� rangul matricei nA  este 1, oricare ar fi n ∗∈� .
 2.  Pe mul�imea �  se consider� legea de compozi�ie 6x y axy x y∗ = − − + , ,x y∀ ∈� , unde a

este o constant� real�.

5p a)  Pentru 1
3

a = , s� se demonstreze c� legea „∗” este asociativ�.

5p b)  S� se arate c� legea „∗” admite element neutru dac� �i numai dac� 1
3

a = .

5p c) S� se arate c�, dac� intervalul [ ]0, 6  este parte stabil� a lui �  în raport cu legea „∗” , atunci 1 1,
6 3

a � �∈ � �� �
.

Varianta 34

http://www.pro-matematica.ro



35 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 035

1. Se consider� matricele 
1 2 1
2 2 0
1 4 3

A
−� �

� �=
� �−� �

�i
2
1
5

B
� �
� �=
� �
� �

.

5p   a) S� se arate c� ecua�ia AX B= are o infinitate de solu�ii ( )3,1X ∈� � .

5p b)   S� se verifice c� 3 10A A= .
5p c)   S� se determine rangul matricei *A , adjuncta matricei .A

2.  Se consider� mul�imea [ 2] { 2 , }a b a b= + ∈� � , func�ia : [ 2]f →� � ,
2 2( 2) 2f a b a b+ = − , ,a b∀ ∈� �i mul�imea ( ){ }2 1A x f x� �= ∈ = −� �� .

5p a)  S� se arate c� 7 5 2 A+ ∈ .
5p b)  S� se arate c�, pentru orice , 2x y � �∈ � �� , ( ) ( ) ( )f xy f x f y= .

5p c) S� se arate c� mul�imea A  este infinit�.

Varianta 35

36 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 036

1. Se consider� matricele 2
0 0
0 0O � �= � �
� �

�i ( )2
a bA c d
� �= ∈� �
� �

� � , cu proprietatea c� 2
2A O= .

5p   a) S� se arate c� 0a d+ = .
5p b)  S� se arate c� matricea 2I A+  este inversabil�.

5p c)   S� se arate c� ecua�ia 2AX O=  are o infinitate de solu�ii în mul�imea ( )2� � .

2.  Se consider� polinomul 4 22 9f X X= − + , cu r�d�cinile 1 2 3 4, , ,x x x x ∈� , num�rul 2a i= +

�i mul�imile ( ) [ ]{ }A g a g X= ∈
 �i ( ) [ ] ( ){ }, grad 3B h a h X h= ∈ ≤
 .

5p a)  S� se calculeze ( )f a .
5p b)  S� se calculeze 1 2 3 4| | | | | | | |x x x x+ + + .
5p c)  S� se arate c� A B= .

Varianta 36
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37 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 037

1. Se consider� matricea 
1 2
1 2

1 1

a a a
A b b b

a

+ +� �
� �= + +
� �
� �

, cu ,a b∈� .

5p   a) S� se arate c� ( ) ( )( )det 1A a b a= − − .

5p b)  S� se calculeze ( )det tA A− .

5p c)  S� se arate c� rang 2A ≥ , ,a b∀ ∈� .

2.  Se consider� polinomul [ ]f X∈� , 3 2f X pX qX r= + + + , cu ( ), , 0,p q r ∈ ∞ �i cu r�d�cinile   

1 2 3, ,x x x ∈� .

5p a)  S� se demonstreze c� f  nu are r�d�cini în intervalul [ )0, ∞ .
5p b)  S� se calculeze 3 3 3

1 2 3x x x+ +   în func�ie de p, q �i r.
5p c)  S� se demonstreze c� dac� , ,a b c  sunt trei numere reale astfel încât 0a b c+ + < , 0ab bc ca+ + >

�i 0abc < , atunci ( ), , , 0a b c∈ −∞ .

Varianta 37

38 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 038

1. Se consider� matricea 
0 0 0
1 0 0
1 1 0

A
� �
� �=
� �
� �

�i mul�imea de matrice 
0 0

0 , , .|
a

M b a a b c
c b a

� �� �	 	� �= ∈
 
� �	 	� �� �

�

5p   a) S� se calculeze 3A .
5p b)  S� se arate c� dac� 3( )X ∈� � �i AX XA= , atunci .X M∈

5p c)   S� se arate c� ecua�ia 2X A=  nu are solu�ii în ( )3M � .

2.  Se consider� polinomul 4f aX bX c= + + , cu , ,a b c∈� .

5p a)  S� se arate c� num�rul ( ) ( )3 1f f−  este num�r par. 
5p b)  S� se arate c�, pentru orice ,x y ∈� , num�rul ( ) ( )f x f y−  este divizibil cu x y− .
5p c)  S� se determine coeficien�ii polinomului f �tiind c� (1) 4f = �i ( ) 3f b = .

Varianta 38
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39 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 039

1. Se consider� sistemul 
0

0
0

x y z
ax by cz
bcx acy abz

+ + =�
	 + + =

	 + + =�

, cu , ,a b c ∗∈� �i A  matricea sistemului. 

5p   a) S� se calculeze ( )det A .
5p b)  S� se rezolve sistemul, în cazul în care , ,a b c  sunt distincte dou� câte dou�.
5p c)  S� se determine mul�imea solu�iilor sistemului, în cazul în care a b c= ≠ .

2.  Se consider� mul�imea { }2 25 , , 5 1M a b a b a b= + ∈ − =� .

5p a)  S� se arate c� 9 4 5x M= + ∈ .
5p b)  S� se demonstreze c� M  este grup în raport cu înmul�irea numerelor reale. 
5p c)  S� se demonstreze c� mul�imea M are o infinitate de elemente. 

Varianta 39

40 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 040

1.  Se consider� matricele 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

I
� �
� �=
� �
� �

,
1 3 2
3 9 6
2 6 4

A
� �
� �=
� �
� �

,
1
3
2

X
� �
� �=
� �
� �

, ( )1 3 2Y = ,

3B I A= + , 3C I aA= + , cu a ∈� .
5p   a)  S� se calculeze S A XY= − .
5p b)  S� se determine a ∈�  astfel încât 3BC I= .

5p c)  S� se arate c� 1 14 ,n nA A n+ ∗= ∀ ∈� .

2.  Se consider� polinomul 3 1 [ ]f X X= − ∈� �i num�rul \ε∈� � , astfel încât ( ) 0f ε = .

5p a)  S� se demonstreze c� 2 1 0ε + ε + = .

5p b)  S� se rezolve în mul�imea numerelor complexe sistemul 2

2

0

0

0

x y z
x y z
x y z

+ + =�
	 + ε + ε =

	 + ε + ε=�

.

5p c)  S� se arate c�, dac� f  divide 3 3 2 3
1 2 3( ) ( ) ( )f X Xf X X f X+ + , unde 1 2 3, ,f f f  sunt polinoame cu  

coeficien�i complec�i, atunci fiecare dintre polinoamele 1 2 3, ,f f f  este divizibil cu 1X − .

Varianta 40
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41 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 041

1.  Pentru , ,p q r ∈� , se consider� sistemul 

2 3

2 3

2 3

x py p z p
x qy q z q
x ry r z r

� + + =
		 + + =

	 + + =	�

.

5p   a)  S� se arate c� determinantul sistemului este ( )( )( )p q q r r pΔ = − − − .
5p b)  Dac� p, q, r sunt distincte, s� se rezolve sistemul. 
5p c)  S� se arate c�, dac� sistemul are solu�ia ( )1,1,1− , atunci cel pu�in dou� dintre numerele , ,p q r

sunt egale. 

2.  Se consider� inelul ( ), ,A + ⋅  unde 5,
a b

A a b
b a

� �� �	 	= ∈
 
� �−	 	� �� �
� .

5p a)  S� se determine num�rul elementelor mul�imii A.
5p b)  S� se rezolve în mul�imea A ecua�ia 2

2X I= .

5p c)  S� se arate c� ( ), ,A + ⋅  nu este corp. 

Varianta 41

42 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 042

1.  Se consider� matricele ( )2,A B ∈ �� , cu AB BA A− = �i matricele 0
0 1
0 0A � �= � �
� �

, 0
1 0
0 2B � �= � �
� �

.

5p   a)  S� se determine rangul matricei 0A .
5p b)  S� se arate c� 0 0 0 0 0A B B A A− = .

5p c)  S� se demonstreze c� n n nA B BA nA− = , pentru orice , 2n n∈ ≥� .

2.  Se consider� polinomul [ ]f X∈� , 3 24 12f X X aX b= − + + .

5p a)  S� se determine ,a b∈� , astfel încât polinomul f s� se divid� cu polinomul 2 1X − .
5p b)  S� se determine ,a b∈� , astfel încât ecua�ia ( ) 0f x =  s� aib� solu�ia x i= ∈� .
5p c)  S� se determine ,a b∈� , astfel încât polinomul s� aib� r�d�cinile 1 2 3, ,x x x  în progresie  

aritmetic� �i, în plus, 2 2 2
1 2 3 11x x x+ + = .

Varianta 42
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43 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 043

1.  Se consider� mul�imea , , ,|a bM a b c dc d
� �� �= ∈
 
� �
� �� �

� �i matricea 1 2 .1 3A M� �= ∈� �
� �

5p   a)  Câte matrice din mul�imea M  au suma elementelor egal� cu 1? 
5p b)  S� se arate c� 1A M− ∉ .
5p c)  S� se determine toate matricele inversabile B M∈  care au proprietatea 1B M− ∈ .

2.  Se consider� ecua�ia 4 3 28 8 0x x ax x b− + + + = , cu ,a b∈� �i cu solu�iile 1 2 3 4, , ,x x x x ∈� .
5p a)  S� se arate c� ( )( ) ( ) ( )1 4 2 3 1 4 2 3 1 4 2 3 2 3 1 4 8x x x x x x x x x x x x x x x x a+ + + + + + + + = − .
5p b)  S� se determine a ∈�  astfel încât 1 4 2 3x x x x+ = + .
5p c)  S� se determine ,a b∈� , astfel încât 1 2 3 4, , ,x x x x  s� fie în progresie aritmetic�.

Varianta 43

44 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 044

1.  Se consider� matricele 

1 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 1

A
� �
� �

= � �
� �� �
� �

�i

0 0 0 0
0 1 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0

B
� �
� �

= � �
� �� �
� �

.

5p   a)  S� se calculeze AB BA+ .
5p b)  S� se arate c� ( )rang rang rangA B A B+ = + .

5p c)  S� se demonstreze c� ( ) ,n n nA B A B n ∗+ = + ∀ ∈� .

2.  Se consider� polinomul [ ]4 3 24 1f X aX X X= + + + ∈�  cu r�d�cinile 1 2 3 4, , ,x x x x ∈� .
5p a)  S� se determine a ∈�  astfel încât polinomul f s� se divid� cu 1X + .

5p b)  S� se arate c� polinomul 4 24 1g X X aX= + + +  are r�d�cinile 
1 2 3 4

1 1 1 1, , ,
x x x x

.

5p c)  S� se arate c�, pentru orice a ∈� , polinomul  f  nu are toate r�d�cinile reale. 

Varianta 44
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45 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 045

1.  Se consider� matricele 2 0
3 2A � �= � �
� �

, 1 0
1 1B � �= � �
� �

�i mul�imea ( ) ( ){ }2C A X XA AX= ∈ =� � .

5p   a)  S� se arate c� ( )B C A∈ .

5p b)  S� se arate c� dac� ( )X C A∈ , atunci exist� ,x y ∈� , astfel încât 0xX y x
� �= � �
� �

.

5p c)  S� se rezolve ecua�ia 2X X A+ = .

2.  Se consider� mul�imea ( 1,1)G = − ,  func�ia :f G →� , ( ) 1
1

xf x
x

−=
+

�i coresponden�a

( , )x y x y→ ∗ , unde 
1
x yx y

xy
+∗ =

+
, ,x y G∀ ∈ .

5p a)  S� se arate c� aceast� coresponden�� define�te o lege de compozi�ie pe .G
5p b)  S� se arate c� , , ( ) ( ) ( ).x y G f x y f x f y∀ ∈ ∗ =

5p c) �tiind c� opera�ia " "∗ este asociativ�, s� se calculeze 1 1 1...
2 3 9

∗ ∗ ∗ .

Varianta 45

46 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 046

1.  Se consider� matricea ( )2
a bA c d
� �= ∈� �
� �

�� .

5p   a)  S� se demonstreze c� x∀ ∈� , ( ) ( )2
2det A xI x a d x ad bc− = − + + − .

5p b)  Dac� 2
2A O= , s� se demonstreze c� 0a d+ = .

5p c) �tiind c� 2
2A O= , s� se calculeze ( )2det 2A I+ .

2.  Se consider� mul�imea ( ){ }2 2, 3 1G a b a b= ∈ × − =� � �i opera�ia        

( ) ( ) ( ), , 3 ,a b c d ac bd ad bc∗ = + + .
5p a)  S� se determine a ∈�  pentru care ( ,15)a G∈ .
5p b)  S� se arate c�, pentru orice ( ) ( ), , ,a b c d G∈ , ( ) ( ), ,a b c d G∗ ∈ .
5p c)  S� se arate c� ( ),G ∗  este grup. 

Varianta 46
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47 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 047

1.  Se consider� matricele 1 2
3 4A � �= � �
� �

, 1 1
0 1B � �= � �
� �

�i func�ia ( ) ( )2 2:f →� �� � ,

( )f X AX XA= − .
5p   a)  S� se determine rangul matricei A .
5p b)  S� se calculeze ( )f B .

5p c)  S� se arate c� ecua�ia ( )f X B=  nu are solu�ii.

2.  Se consider� polinoamele [ ],f g X∈� , 3 2f X a X a= + − , 3 2 2 1g aX a X= − − , cu *a ∈� �i   

1 2 3, ,x x x ∈�  r�d�cinile polinomului  f.
5p a)  S� se calculeze 2 2 2

1 2 3x x x+ + .
5p b)  S� se arate c� r�d�cinile polinomului g sunt inversele r�d�cinilor polinomului f.
5p c)  S� se arate c� polinoamele  f �i g  nu au r�d�cini reale comune. 

Varianta 47

48 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 048

1.  Se consider� sistemul 
2 1

2 1
7

x y z
x y z
x y az b

+ + =�
	 − + =

	 − + =�

, unde a �i b sunt parametri reali.  

5p   a)  S� se determine a ∈� pentru care determinantul sistemului este egal cu zero. 
5p b)  S� se determine valorile parametrilor ,a b∈� pentru care sistemul este incompatibil. 
5p c)  S� se arate exist� o infinitate de valori ale numerelor a �i b pentru care sistemul admite o solu�ie 

( ), ,x y z , cu x, y, z în progresie aritmetic�.

2.  Se consider� mul�imea ( ) cos sin
sin cos

t tG X t tt t
� �� �= = ∈
 
� �−� �� �

� .

5p a)  S� se arate c� ( ) ( ) ( ) , ,X t X u X t u t u⋅ = + ∀ ∈� .
5p b)  S� se determine t ∈� �tiind c� ( ) ( )2X t ∈ �� .
5p c)  S� se arate c� mul�imea G  formeaz� grup abelian în raport cu înmul�irea matricelor. 

Varianta 48
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49 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 049

1.  Se consider� a ∈� , sistemul 
1

1

x ay
y az a
z x

+ =�
	 + =

	 + =�

�i A  matricea sa. 

5p   a)  S� se arate c� det 0A ≠ .
5p b)  S� se arate c� solu�ia sistemului este format� din trei  numere în progresie geometric�.
5p c)  S� se determine inversa matricei A .
 2.  Se consider� pe �  legea de compozi�ie dat� de rela�ia 5 5 30x y xy x y∗ = − − + , ,x y∀ ∈� �i

mul�imea ( )5,G = ∞ .
5p a)  S� se arate c� legea " "∗  are element neutru. 
5p b)  S� se demonstreze c� G este grup abelian în raport cu legea " "∗ .

5p c)  S� se rezolve în grupul ( ),G ∗  sistemul 
x y z
y z x
z x y

∗ =�
	 ∗ =

	 ∗ =�

.

Varianta 49

50 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 050

1.  Se consider� matricele ( )1 2 3
2, 3

1 2 3

a a aA b b b
� �= ∈� �
� �

� � , transpusa 3,2 ( )tA ∈� � , ,tB AA= �i

   punctele ( , )k k kP a b , unde { }1, 2, 3k ∈ .

5p   a)  S� se calculeze B �tiind c� 1 2 3(1,2), (2,4), ( 3, 6).P P P − −

5p b)  S� se arate c� ( )det 0,B ≥  oricare ar fi punctele 1 2 3, , .P P P
5p c)  S� se arate c� ( )det 0B =  dac� �i numai dac� punctele 1 2 3, ,P P P  sunt coliniare pe o dreapt�

 care trece prin originea axelor. 

2.  Se consider� mul�imea 5

1̂
ˆ ˆ ˆ0 1 0 ,
ˆ ˆ ˆ0 0 1

a b
M a b

� �� �
	 	� �	 	= ∈
 
� �
	 	� �
� �	 	� �

� .

5p a)  S� se determine num�rul elementelor mul�imii M .
5p b)  S� se arate c� AB M∈ , pentru orice ,A B M∈ .
5p c)  S� se arate c� ( , )M ⋅  este un grup, unde „ ⋅ ” este înmul�irea matricelor. 

Varianta 50
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51 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 051

1. Fie �irul ( ) 0n nF ≥ , dat de 1 1, ,n n nF F F n ∗
+ −= + ∀ ∈� 0 10, 1F F= = �i matricea 1 1

1 0A � �= � �
� �

.

5p a) S� se verifice rela�ia 2
2 .A A I= +

5p b)  S� se arate c�, dac� 2 2( ),X M X O∈ ≠
 �i AX XA= , atunci X  este inversabil�.

5p c)  S� se arate c� 1

1
, 1.n n n

n n

F FA nF F
+

−

� �= ∀ ≥� �
� �

2. Fie 5
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5, , ,3 2 1 5 4 2 3 1 4 5S � � � �σ π∈ σ = π =� � � �
� � � �

.

5p a)  S� se demonstreze c� .σπ ≠ πσ

5p b)  S� se determine num�rul elementelor mul�imii { }*|nH n= π ∈� .

5p c)  S� se arate c� { }*|nH n= π ∈�  este un subgrup al grupului 5( , )S ⋅ .

Varianta 51

52 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 052

1. Se consider� permutarea 6
1 2 3 4 5 6, 2 4 5 3 6 1S � �σ∈ σ = � �
� �

.

5p a) S� se determine 1−σ .
5p b)  S� se arate c� permut�rile σ �i 1−σ  au acela�i num�r de inversiuni. 
5p c)  S� se arate c� ecua�ia 4x = σ  nu are solu�ii în grupul ( )6 ,S ⋅ .

2. Fie legea de compozi�ie „ 	 ”, definit� pe �  prin 2, , ,x y xy x y x y= − − + ∀ ∈	 � �i func�ia
: , ( ) 1f f x x→ = +� � .

5p a)  S� se arate c� (1, )∞  este parte stabil� în raport cu „ 	 ”.
5p b)  S� se demonstreze c� ( ) ( ) ( )f xy f x f y= 	  pentru orice , .x y ∈�
5p c) �tiind c� legea  „ 	 ” este asociativ�, s� se rezolve în �  ecua�ia

de 10 ori
... 1025.

x
x x x =	 	 	�����

Varianta 52
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53 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 053
1. Pentru orice matrice 2 ( )A∈ �� , se noteaz� { }2( ) ( ) |C A X AX XA= ∈ =� � . Se consider� matricele 

1 2 3 4
0 1 0 0 1 0 0 0, , , .0 0 1 0 0 0 0 1E E E E� � � � � � � �= = = =� � � � � � � �
� � � � � � � �

5p a) S� se arate c� dac� , ( )X Y C A∈ , atunci ( ).X Y C A+ ∈
5p b)  S� se arate c� dac� 1 2, ( )E E C A∈ , atunci exist� α∈� astfel încât 2A I= α .
5p c)  S� se arate c� dac� ( )C A  con�ine trei dintre matricele 1 2 3 4, , ,E E E E , atunci o con�ine �i pe a patra.

2. Fie 1 2 3 4 5
3 2 1 4 5a � �= � �
� �

 , 1 2 3 4 5
2 1 4 5 3b � �= � �
� �

 dou� permut�ri din grupul 5( , ).S ⋅

5p a)  S� se rezolve în 5S  ecua�ia ax b= .
5p b)  S� se determine ordinul elementului ab  în grupul 5( , )S ⋅ .
5p c)  Fie k ∈�  cu kb e= . S� se arate c� 6 divide k.

Varianta 53

54 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 054

1. Se consider� matricele 0 1
1 0A −� �= � �
� �

�i 0 1
1 1B � �= � �−� �

.

5p a) S� se verifice c� AB BA≠ .
5p b)  S� se arate c� 4 6

22A B I+ = .

5p c)  S� se arate c�, pentru orice n ∗∈� , 2( )nAB I≠ .
2. Se consider� �irul ( ) 0 1 1 1, 0 , 1, , 1n n n nnF F F F F F n+ −∈ = = = + ∀ ≥� �i polinoamele 

2
1, [ ] , 1 , , 2.n

n n n nP Q X P X X Q X F X F n−∈ = − − = − − ∀ ≥�
5p a)  S� se arate c� polinomul 3 2 1X X− −  este divizibil cu P .
5p b)  S� se determine r�d�cinile reale ale polinomului 3Q .
5p c) S� se arate c�, pentru orice 2n ≥ , polinomul nQ  este divizibil cu P .

Varianta 54
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55 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 055

1.  Matricea ( )2
a bA b a

−� �= ∈� �
� �

�� �i �irurile ( ) ( ),n nn nx y∈ ∈� �  verific� 1

1
, .n n

n n

x xA ny y
+

+

� � � �= ∀ ∈� � � �
� � � �

�

5p a)  S� se arate c� 2 2 2 2 2 2
1 1 ( )( ) , .n n n nx y a b x y n+ ++ = + + ∀ ∈�

5p b)  S� se arate c�, dac� 2 2 1a b+ ≤ , atunci �irurile ( ) , ( )n n n nx y∈ ∈� �  sunt m�rginite. 

5p c)  S� se arate c�, dac� 1a = �i 3b = , atunci 6 64n nx x+ = , 0n∀ ≥ .
2. Se consider� corpul ( )11, ,+ ⋅� .

5p a)  S� se arate c� ecua�ia 2 8̂x =  nu are solu�ii în 11� .
5p b)  S� se determine num�rul polinoamelor de grad doi din [ ]11 X� .

5p c)  S� se arate c� polinomul 2 1̂X X+ +  este ireductibil în [ ]11 X� .

Varianta 55

56 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 056

1.  Se consider� matricea 2
2 3 ( )1 2A −� �= ∈� �−� �

� � �i func�ia ( ) ( ) ( )2 2: ,f f X AX→ =� �� � .

5p a)  S� se arate c� 2( ) .f A I=
5p b)  S� se arate c� 2( ( )) ( ) , ( ).f X f X X f X X+ = + ∀ ∈� �
5p c)  S� se arate c� func�ia f  este bijectiv�.

2. Se consider� matricea 1 0
1 1A � �= � �
� �

�i mul�imea 2{ ( ) | }.M X AX XA= ∈ =� �

5p a) S� se arate c� dac� ,X Y M∈ , atunci XY M∈ .
5p b) S� se arate c� { | det 0}G X M X= ∈ ≠  este grup în raport cu înmul�irea matricelor.
5p c) S� se determine elementele de ordin doi din grupul G , definit la punctul b).

Varianta 56
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57 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 057

1.  Fie matricele 2 2,1
3 4 ( ) �i ( ),2 3

n
n

xA My
� �� �= ∈ ∈� � � �� � � �

� � �  cu 1

1
,n n

n n

x xA ny y
+

+

� � � �= ∀ ∈� � � �
� � � �

� �i 0 01, 0x y= = .

5p a)  S� se determine 1 2 1, ,x x y �i 2y .

5p b)  S� se arate c� 2 (3 2 2) , .n
n nx y n+ = + ∀ ∈�

5p c)  S� se arate c� 2 16 0, 0n n nx x x n+ +− + = ∀ ≥ .
2. Se consider� mul�imile de clase de resturi 7

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ{0,1,2,3,4,5,6}=� �i 6 {0,1, 2, 3, 4, 5}=� .

5p a)  S� se rezolve în corpul 7( , , )+ ⋅�  ecua�ia 2ˆ ˆ ˆ3 4 0.x + =

5p b)  S� se determine ordinul elementului 3̂  în grupul ( )7 ,∗ ⋅� .

5p c)  S� se arate c� nu exist� niciun morfism de grupuri *
6 7: ( , ) ( , )f + → ⋅� �  cu ( ) ˆ2 3f = .

Varianta 57

58 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 058

1.  Fie , , , 0,a b c d >  matricea a bA c d
� �= � �
� �

�i func�ia ( ) ( ): 0, 0, , ( ) ax bf f x
cx d

+∞ → ∞ =
+

.

 Se noteaz� n n n
n n

a bA c d
� �= � �
� �

, unde *.n∈�

5p a)  S� se arate c� dac� det 0A = , atunci f este func�ie constant�.
5p b)  S� se arate c�, dac� det 0,A ≠  atunci func�ia f  este injectiv�.

5p c)  S� se arate c� ( )( )
de  ori 

... ,n n

n nn f

a x bf f f f x n
c x d

∗+
= ∀ ∈

+
	 	 	 	 ���������� .

2. Se consider� matricele 1 0 0 1,0 0 0 0A B� � � �= =� � � �
� � � �

�i mul�imea 2{ , , 1}.|G I aA bB a b a= + + ∈ ≠ −�

5p a)  S� se arate c� orice matrice din G  este inversabil�.
5p b)  S� se arate c� G este un subgrup al grupului multiplicativ al matricelor inversabile din 2 ( ).� �

5p c)  S� se arate c� ecua�ia 2
2X I=  are o infinitate de solu�ii în G.

Varianta 58
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59 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 059

1. Se consider� sistemul 
0

3 2 0
4 0

mx y z
x y z

x y z

+ + =�
	 + + =

	− − + =�

, cu m∈� .

5p a) S� se determine m∈�  pentru care matricea sistemului are determinantul nenul.
5p b) S� se determine m∈�  astfel încât sistemul s� admit� cel pu�in dou� solu�ii.
5p c) S� se determine m∈�  pentru care dreptele 1 2 3: 1 0, : 3 2 0, : 4 0d mx y d x y d x y+ + = + + = − − + =

sunt concurente. 

2. Se consider� mul�imea 5| , , 1
0 1
m nH m n m

� �� �= ∈ = ±
 
� �
� �� �

��� � .

5p a)  S� se verifice c� dac� 1 1
0 1

A
� �

= � �� �
� �

� �
� � �i

�4 0
0 1

B
� �

= � �� �
� �

�
� � , atunci 1B A A B−⋅ = ⋅ .

5p b)  S� se arate c� H este un grup cu 10  elemente în raport cu înmul�irea matricelor. 
5p c)  S� se determine num�rul elementelor de ordinul 2 din grupul H.

Varianta 59

60 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 060

1. Se consider� matricea 2 1
4 2A � �= � �− −� �

�i func�ia ( ) ( ) ( )2 2: ,f f X AX→ =� �� � .

5p a)  S� se calculeze ( ).f A
5p b)  S� se arate c� 2 2( )( ) , ( ).f f X O X= ∀ ∈�	 �
5p c)  S� se arate c� 2 2( ) ( ) , , ( ).f X f Y I X Y+ ≠ ∀ ∈� �

2. Se consider� mul�imea ( ){ }2 2| tP A AA I= ∈ =�� , unde tA  este transpusa matricei A.

5p a)  S� se verifice dac� matricea 0 1
1 0
� �
� �
� �

 apar�ine mul�imii P.

5p b)  S� se arate c� înmul�irea matricelor determin� pe mul�imea P o structur� de grup necomutativ.
5p c)  S� se arate c�, dac� 2, , ( )A B P X∈ ∈ �� �i AX B= , atunci .X P∈
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61 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 061

1. Se consider� mul�imea ( ), , 3

1
| 0 1 0 , ,

0 0 1
a b a b

a b
G M M a b

� �� �	 	� �= = ∈ ⊂
 
� �	 	� �� �

� �� .

5p a)  S� se arate c� , , , , , , , .a b c d a c b dM M M a b c d+ +⋅ = ∀ ∈�
5p b)  S� se arate c� orice matrice din G  este inversabil�.
5p c)  S� se calculeze, în func�ie de a �i b , rangul matricei , ,

t
a b a bM M−  ( ,

t
a bM  este transpusa lui ,a bM ).

2. Se consider� un grup ( ),K ⋅ , unde { }, , ,K e a b c= , e este elementul neutru �i 2 2 2a b c e= = = .

5p a)  S� se rezolve în grupul K ecua�ia 3x e= .
5p b)  S� se arate c� .ab c=
5p c)  S� se arate c� grupul ( ),K ⋅  nu este izomorf cu grupul ( )4,+� .

Varianta 61

62 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 062

1. Fie matricea ( )2
a bA c d
� �= ∈� �
� �

� �  cu proprietatea  c� 2 2A A= .

5p a)  S� se arate c� matricea 3 1
3 1B � �= � �− −� �

 verific� rela�ia 2 2B B= .

5p b)  S� se arate c�, dac� 2a d+ ≠ , atunci 2A O=  sau 22 .A I=
5p c)  S� se arate c�, dac� 2a d+ = , atunci ( )det 0A = .

2. Se consider� polinoamele 4 6, [ ] , 1 , 1f g X f X g X∈ = − = −
 .

5p a)  S� se arate c� un cel mai mare divizor comun al polinoamelor f �i g  este 2 1.X −
5p b)  S� se determine num�rul solu�iilor complexe distincte ale ecua�iei ( ) ( ) 0 .f x g x =

5p c)  S� se descompun� polinomul f  în factori ireductibili în [ ]X
 .
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63 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 063
1.  Se consider� mul�imile { }2 ( ) | tP S S S= ∈ =�� �i ( ){ }2 | tQ A A A= ∈ = −�� .

5p a)  S� se arate c� 1 3
3 1 P� �∈� �
� �

�i 0 2
2 0 Q� �∈� �−� �

.

5p b) S� se arate c�, dac� ,A B Q∈ , atunci AB P∈ .

5p c)  S� se arate c� ( )det 0X ≥ , oricare ar fi X Q∈ .

2. Se consider� polinoamele [ ]3 22 3 45f X X X X= + + + ∈� �i [ ]3
2

ˆ 1̂f X X X= + + ∈� .
5p a)  S� se arate c� r�d�cinile din �  ale polinomului f nu sunt toate reale.
5p b)  S� se arate c� polinomul f̂  nu are r�d�cini în 2.�
5p c)  S� se demonstreze c� polinomul f  nu poate fi scris ca produs de dou� polinoame neconstante, cu 

coeficien�i întregi. 

Varianta 63

64 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 064

1. Fie mul�imea 3 | ,x yM x yy x
� �� �= ∈
 
� �
� �� �

� �i matricea 2 3
1 2A � �= � �
� �

.

5p a)  S� se arate c� dac� 2( )Y ∈� � �i ,AY YA=  atunci .Y M∈
5p b)  S� se arate c� dac� X M∈ �i ( )det 0X = , atunci 2X O= .

5p c)  S� se arate c� *, .nA M n∈ ∀ ∈�
2. Se consider� polinomul 5 4 3 23 2 [ ].f X X X X X= − + − − ∈�

5p a)  S� se determine o r�d�cin� întreag� a polinomului f.
5p b)  S� se calculeze 2 2 2

1 2 5... ,x x x+ + +  unde 1 2 5, ,...,x x x  sunt r�d�cinile polinomului .f
5p c)  S� se arate c� f  are o singur� r�d�cin� real�.
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65 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 065

1. Se consider� sistemul 
4

2 3 6
3 2

ax y z
x y z
x y z b

+ + =�	 + + =

	 − − =�

, cu ,a b∈� .

5p a)  S� se determine ,a b  pentru care sistemul are solu�ia (1, 1, 1).
5p b)  S� se determine ,a b  astfel încât sistemul s� fie incompatibil. 
5p c)  S� se arate c� pentru orice a ∈�  exist� b∈�  astfel încât sistemul s� admit� solu�ii cu toate  

     componentele numere întregi. 

2. Se consider� mul�imea de matrice 2

0 0
0 0 | , ,
a

A a a b c
b c a

� �� �
	 	� �

= ∈
 
� �
	 	� �
� �� �

� �
� � � .

5p a)  S� se determine num�rul elementelor mul�imii A .
5p b)  S� se arate c�, pentru orice X A∈ , 2

3X I=  sau 2
3X O= .

5p c)  S� se determine num�rul matricelor X  din mul�imea A care au proprietatea 2
3X O= .

Varianta 65

66 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 066
1. Fie dreptele 1 2 3: 2 3, : 3 4 1, : 4 3d x y d x y d x y m+ = − = − + = , unde m∈� .

5p a)  S� se determine m  astfel încât dreptele s� fie concurente.
5p b)  S� se demonstreze c� exist� o infinitate de valori ale lui m  pentru care vârfurile triunghiului  

     determinat de cele trei drepte au toate coordonatele întregi. 
5p c)  S� se calculeze valorile lui m pentru care triunghiul determinat de cele trei drepte are aria 1. 

2. Fie polinomul 3 22 2f X aX aX= − − + , cu a ∈� �i cu r�d�cinile complexe 1 2 3, , .x x x
5p a)  S� se calculeze ( 1)f − .
5p b)  S� se determine a pentru care polinomul are trei r�d�cini reale.
5p c)  S� se determine a astfel încât 1 2 3| | | | | | 3.x x x+ + =
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67 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 067

1. Fie sistemul 
1
1

2

x y z
x my z

x my mz

+ + =�	 + + =

	 + + = −�

, cu m∈� �i matricea 
1 1 1
1 1
1

A m
m m

� �
� �=
� �
� �

.

5p a)  S� se calculeze ( )det A .
5p b)  S� se arate c� ( )rang 2A ≠ , oricare ar fi m∈� .
5p c)  S� se determine valorile întregi ale lui 1m ≠ , pentru care sistemul are solu�ie cu componente întregi. 

2. Fie permut�rile 1 2 3 4 1 2 3 4, ,2 3 4 1 3 1 4 2
� � � �α = β =� � � �
� � � �

1 2 3 4
4 3 1 2
� �γ = � �
� �

, elemente ale grupului 4( , ).S ⋅

5p a)  S� se verifice c� γ  este solu�ie a ecua�iei .x xα = β

5p b)  S� se arate c� 4 4α β= .

5p c)  S� se determine o solu�ie a ecua�iei 3 3x xβ α=  în 4S .

Varianta 67

68 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 068
1.  Se consider�  matricele 3( )A∈ �� �i tB A A= + , unde tA  este transpusa matricei A .

5p a)  S� se arate c� tB B= .
5p b)  S� se demonstreze c�, dac� 22B I= , atunci ( )det 1A ≥ .

5p c)  S� se demonstreze c�, dac� ,x y ∈� �i matricea txA yA+  este inversabil�, atunci 0.x y+ ≠

2. Se consider� ecua�ia 3 0 , ,x px q p q+ + = ∈� , �i 1 2 3, ,x x x  solu�iile complexe ale acesteia. 
5p a) �tiind c� 1p = �i 0q = , s� se determine 1 2 3, ,x x x .
5p b)  S� se determine p �i q �tiind c� 1 1x i= + .

5p c)  S� se arate c� 7 7 7 3 3 3 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 312( ) 7( )( )x x x x x x x x x+ + = + + + + .
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69 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 069

1.  Fie matricea 3

1 1 0
0 0 1 ( ).
0 1 0

A
� �
� �= ∈
� �
� �

� �

5p a)  S� se verifice rela�ia 3 2
3.A A A I− = −

5p b)  S� se arate c� 2 2
3, , 3.n nA A A I n n−− = − ∀ ∈ ≥�

5p c)  S� se arate c�, pentru orice *,n∈�  suma elementelor matricei nA  este 3.n +

2. Pentru fiecare n ∗∈�  se define�te polinomul 1 [ ] .n
nP X X= − ∈�

5p a)  S� se determine r�d�cinile complexe ale polinomului 4P .
5p b)  S� se descompun� polinomul 3P  în factori ireductibili în [ ]X� .
5p c)  S� se descompun� polinomul 6P  în factori ireductibili în [ ]X� .

Varianta 69

70 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 070
1. Pentru orice dou� matrice 2, ( )A B ∈� �  se define�te matricea [ , ] .A B AB BA= −

5p a)  Pentru 2 ( )A∈� � , s� se calculeze 2[ , ]A A .
5p b)  S� se arate c�, pentru orice 2 ( )A∈� � , *

2[ , ] ,A A O=  unde *A  este adjuncta matricei .A
5p c)  S� se arate c�, pentru orice 2, , ( )A B C ∈� � , [ ] [ ] [ ] 2,[ , ] ,[ , ] ,[ , ] .A B C B C A C A B O+ + =

2. Se consider� intervalul ( )0,1H = .

5p a)  S� se arate c� rela�ia 
(1 )(1 )

aba b
ab a b

=
+ − −

	  define�te o lege de compozi�ie pe .H

5p b)  S� se arate c� func�ia ( ) ( ) ( ): 0, 0,1 ,
1

xf f x
x

+∞ → =
+

 are proprietatea ( ) ( ) ( ), , 0,f xy f x f y x y= ∀ >	

     unde legea " "	  este definit� la punctul a).
5p c) �tiind c� legea " "	  definit� la punctul a) este asociativ�, s� se rezolve în mul�imea ( ),H 	  ecua�ia  

1 .
2

x x x =	 	
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71 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 071

1. Se consider� determinantul de ordin 2,n ≥

2 1 0 0 ... 0 0
1 2 1 0 ... 0 0
0 1 2 1 ... 0 0

0 0 ... ... ... 1 0
0 0 ... ... ... 2 1
0 0 ... ... ... 1 2

nD = 
 
 
 .

5p a)  S� se calculeze 3

2 1 0
1 2 1
0 1 2

D = .

5p b)  S� se verifice c� 1 22 , 4.n n nD D D n− −= − ∀ ≥
5p c)  S� se arate c� 1, 2.nD n n= + ∀ ≥

2. Un grup ( , )G ⋅ , cu elementul neutru e, are proprietatea ( )p dac� 2x e= , x G∀ ∈ .
5p a)  S� se verifice c� mul�imea 2 2×� � , împreun� cu legea de compozi�ie dat� de

2( , ) ( , ) ( , ), , , ,a b c d a c b d a b c d⋅ = + + ∀ ∈�  este un grup care are proprietatea ( ).p
5p b)  S� se arate c� dac� un grup G are proprietatea ( )p , atunci 2 2 2( ) , ,xy x y x y G= ∀ ∈ .
5p c)  S� se arate c� orice grup care are proprietatea ( )p  este comutativ. 

Varianta 71

72 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 072

1. Se consider� matricea 3

1 1 1
1 1 1 ( ).
1 1 1

A
� �
� �= ∈
� �
� �

��

5p a)  S� se rezolve ecua�ia 2
3det( ) 0, .I xA x+ = ∈�

5p b)  S� se determine o matrice 3( )B ∈ ��  cu proprietatea 2 .B A=

5p c)  S� se arate c� ( )2
3( ), , det( )det( ) det .C M x C xA C xA C∀ ∈ ∀ ∈ + − ≤� �

2. Se consider� polinomul 3p X X m= − +  cu m∈� �i cu r�d�cinile 1 2 3, , .x x x ∈�
5p a) �tiind c� 6m = − , s� se determine 1 2 3, ,x x x .

5p b)  S� se calculeze 4 4 4
1 2 3 .x x x+ +

5p c)  S� se determine m∈�  pentru care polinomul p  are toate r�d�cinile întregi. 
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73 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 073

1. Fie matricea 2( )a bM c d
� �= ∈� �
� �

�� . Se asociaz� fiec�rui punct ( , )A x y  punctul ( ', ')MA x y , unde 

' .'
x a b x
y c d y

� � � �� �=� � � �� �
� � � �� �

5p a) �tiind c� 1, 2, 3, 4a b c d= = = = �i c� ( 1,1)A − , s� se determine coordonatele punctului MA .
5p b) �tiind c� 1, 2, 2, 4a b c d= = = = , s� se arate c� toate punctele MA  se afl� pe dreapta 2 .y x=
5p c)  Fie A, B, C  trei puncte în plan. Dac� se noteaz� cu S �i MS  ariile triunghiurilor ABC , respectiv 

M M MA B C , atunci | det | .MS S M= ⋅

2. Se consider� mul�imea 20̂ , , ,
ˆ ˆ0 0

|
a b c

A a d a b c d
a

� �� �
	 	� �= ∈
 
� �� �	 	� �� �

� .

5p a) S� se determine num�rul elementelor mul�imii A.
5p b)  S� se arate c� mul�imea A  este parte stabil� în raport cu înmul�irea matricelor din ( )3 2�� .

5p c)  S� se rezolve ecua�ia 2X X= , cu X A∈ .

Varianta 73

74 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 074

1. Se consider� matricea 
0 1 1
1 0 2 .

1 2 0
A

−� �
� �= −
� �−� �

5p a)  S� se calculeze det A .
5p b)  S� se verifice rela�ia 2

3 3( 6 ) .A A I O+ =

5p c)  S� se arate c� 2
3det( ) 0, .I xA x+ ≥ ∀ ∈�

2. Se consider� ,a b∈� �i polinomul 3 2p X aX X b= + + + , cu r�d�cinile 1 2 3, , .x x x ∈�
5p a) �tiind c� 1a b= = , s� se afle r�d�cinile polinomului  p.
5p b)  S� se determine a �i b , �tiind c� polinomul  p are r�d�cina dubl� 1.
5p c)  În cazul 1b = , s� se determine valorile lui  a  pentru care polinomul p  are o r�d�cin� ra�ional�.
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75 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 075

1. Se consider� matricele 
2 1 1
1 2 1
1 1 2

A
− −� �

� �= − −
� �− −� �

,
1 1 1
1 1 1
1 1 1

B
� �
� �=
� �
� �

�i 2
1 ,

3 3x
xM A B

x
= + cu *x∈� .

5p a)  S� se calculeze produsul AB .
5p b)  S� se arate c� x y xyM M M= , *, .x y∀ ∈�

5p c)  S� se arate c�, pentru orice x  real nenul, ( )det 0xM ≠ .

2. Se consider� polinomul 4 3 1,p X aX aX= − − +  cu a ∈� �i cu r�d�cinile 1 2 3 4, , ,x x x x ∈� .

5p a)  S� se verifice c� 1 2 3 4
1 2 3 4

1 1 1 1 .x x x x
x x x x

+ + + = + + +

5p b)  S� se arate c� polinomul  p nu este divizibil cu 2 1X −  pentru nicio valoare a lui .a

5p c)  S� se arate c� dac� 1
2

a = , atunci toate r�d�cinile polinomului  p au modulul 1.

Varianta 75

76 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 076

1. Se consider� matricea

2

2

2

1
1

1

a ab ac
A ba b bc

ca cb c

� �+
� �

= +� �
� �+� �

, cu , ,a b c ∈� �i *A  adjuncta sa. 

5p a) S� se calculeze determinantul matricei A.
5p b) S� se verifice c� ( )2*det( ) det .A A=

5p c) S� se arate c� matricea 3A I−  are rangul cel mult 1.
2. Fie ( ),·G  un grup. Pentru fiecare element a G∈  se define�te func�ia : ,af G G→ ( ) , .af x ax x G=  ∀ ∈

5p a) S� se arate c� af  este bijectiv�, pentru orice .a G∈
5p b) S� se arate c� , ,a b abf f f a b G= ∀ ∈	 .

5p c) Fie ( ) { }: | .aG f G G a G= → ∈� S� se arate c� ( )G� împreun� cu opera�ia de compunere a 
func�iilor formeaz� un grup. 
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77 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 077

1. Se consider� sistemul 
1
1

3 3 1

x y mz
mx y mz m
mx y z

− − =�
	 + + = −

	 + + = −�

, .m∈�

5p a) S� se calculeze determinatul matricei sistemului. 
5p b) S� se arate c�, pentru orice ,m∈�  matricea sistemului are rangul cel pu�in egal cu 2. 
5p c) S� se determine m∈�  pentru care sistemul este incompatibil.

2. Se consider� 0α >  un num�r real �i mul�imea ( ), .Gα = α ∞  Pe � se define�te legea de compozi�ie  

( )3 6 7 .x y xy x y∗ = − + + α
5p a) S� se arate c� pentru 2,α =  cuplul ( )2 ,G ∗  este grup abelian. 
5p b) S� se arate c� grupurile ( )2 ,G ∗ �i ( )* ,·+�  sunt izomorfe, prin func�ia *

2: , ( ) 3 6f G f x x+→ = −� .

5p c) S� se arate c�, pentru orice 2α ≥ , mul�imea Gα  este parte stabil� a lui �  în raport cu opera�ia „∗”.

Varianta 77

V
78 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 078

1. Se consider� sistemul 
2 3 4 5 1

9 3
5 6 10

x y z t
x y mz t
x y z nt p

− + − = −�
	 + + + =

	 − + + =�

, , , .m n p∈�

5p a) S� se determine p  astfel încât sistemul s� admit� o solu�ie ( )0 0 0 0, , ,x y z t  cu 0 0 0.z t= =
5p b) S� se arate c�, pentru orice ,m n ∈� , rangul matricei sistemului este mai mare sau egal cu 2.  
5p c) S� se determine , ,m n p ∈�  pentru care sistemul este compatibil, iar matricea sistemului are rangul 2. 

2. Fie mul�imea 0 , , �i sunt impare|mQ m n m n
n

� �= ∈
 

� �

� �i 0G Q= ×� . Pe G se define�te legea de  

    compozi�ie ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 0 1 2, , , , , , , .q k q k q q k k q q Q k k∗ = + ∀ ∈ ∀ ∈�
5p a) S� se arate c� ( ),G ∗  este grup abelian. 

5p b) S� se calculeze ( ) ( ) ( )1,1 1,2 ... 1,10 .∗ ∗ ∗

5p c) S� se arate c� func�ia ( )( ): , , 2kf G f q k q∗→ = ⋅
  este un izomorfism între grupurile ( ),G ∗ �i ( ),· .∗
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79 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 079

1. Se consider� sistemul ( )
( )

                    2 1
2 1          3 1

           3 2 1

x my z
x m y z
x my m z m

� + + =
	

+ − + =

	 + + − = −�

, .m∈�

5p a) S� se determine m∈�  pentru care sistemul are solu�ie unic�.
5p b) S� se determine m∈�  pentru care sistemul este compatibil nedeterminat. 
5p c) Pentru 1m =  s� se determine solu�iile reale ( )0 0 0, ,x y z  ale sistemului pentru care 2 2 2

0 0 02 3 14.x y z− + =

2. Pe mul�imea [ )0,1G =  se define�te legea de compozi�ie { },x y x y∗ = + unde {a} este partea 
frac�ionar� a num�rului real a.

5p a) S� se calculeze 2 3 .
3 4

∗

5p b) S� se arate c� ( ),G ∗  este grup abelian. 

5p c) S� se rezolve ecua�ia 1
2

x x x∗ ∗ = , x G∈ .

Varianta 79

80 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 080

1. Fie permutarea 5
1 2 3 4 5
2 3 4 5 1 S� �σ = ∈� �
� �

�i mul�imea { }nA nσ ∗= ∈� .

5p a) S� se determine num�rul inversiunilor lui σ .
5p b) S� se determine num�rul elementelor mul�imii A.
5p c) Fie 5Sτ∈  astfel încât 2 2τσ σ τ= . S� se arate c� τσ στ= .

2. Fie :f →� �  o func�ie �i mul�imea ( ) ( ){ }| ,H T f x T f x x= ∈ + = ∀ ∈� � .
5p a) S� se arate c�, dac� ,T H∈ atunci .T H− ∈
5p b) S� se demonstreze c� H este subgrup al grupului ( ), .+�

5p c) S� se determine mul�imea H pentru func�ia ( ) { }: ,f f x x→ =� � .

Varianta 80
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81 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 081
1. Fie m∈� �i punctele ( ),1A m , ( )1 ,2B m− , ( )2 1, 2 1C m m+ + . Se consider� matricea 

1 1
1 2 1
2 1 2 1 1

m
M m

m m

� �
� �= −� �
� �+ +� �

.

5p a) S� se calculeze ( )det M .
5p b) S� se arate c� punctele A, B, C  sunt necoliniare, oricare ar fi m∈� .

5p c) S� se arate c� aria triunghiului ABC este mai mare sau egal� cu 15
32

.

2. Fie mul�imea de matrice 5,
a b

A a b
b a

� �� �	 	= ∈
 
� �−	 	� �� �
� .

5p a) S� se dea un exemplu de matrice nenul� din mul�imea A care are determinantul 0̂ .

5p b) S� se arate c� exist� o matrice nenul� M A∈  astfel încât 
ˆ ˆ ˆ ˆ2 1 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ1 2 0 0

M
� � � �

⋅ =� � � �� � � �−� � � �
.

5p c) S� se rezolve ecua�ia 2
ˆ ˆ2 1
ˆ ˆ1 2

X
� �

= � �� �−� �
.

Varianta 81

82 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 082

1. Se consider� sistemul de ecua�ii liniare cu coeficien�i reali 
( )
( )
( )

0
0
0

x ay b c z
x by c a z
x cy a b z

� + + + =
	

+ + + =

	 + + + =�

.

5p a) S� se calculeze determinantul matricei sistemului.
5p b)  S� se arate c�, pentru orice , , .a b c ∈� , sistemul admite solu�ii nenule.
5p c) S� se rezolve sistemul, �tiind c� a b≠ �i c� ( )1,1,1  este solu�ie a sistemului. 

2. Se consider� mul�imea 2 2, , 0 .x iyG x y x yiy x
� �� �= ∈ + ≠
 
� �
� �� �

�

5p a) S� se demonstreze c� G este parte stabil� în raport cu înmul�irea matricelor din ( )2 �� .
5p b)  S� se arate c� ( ,·)G  este grup abelian. 

5p c) S� se arate c� func�ia ( ) ( ): , ,f G∗ ⋅ → ⋅�  cu ( ) , ,x iyf x iy x yiy x
� �+ = ∀ ∈� �
� �

�  este izomorfism de 

grupuri. 
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83 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 083

1. Fie sistemul de ecua�ii liniare 2

2

  1

  ( 1) ( 1) 2

2 ( 2) 2( 1) 3

x y z
x m m y m z
x m m y m z

− + =�
	 + − − + + =

	 + − − + + =�

, unde .m∈�

5p a) S� se demonstreze c� sistemul are solu�ie unic� dac� �i numai dac� { }\ 0,1 .m∈�
5p b) S� se arate c� pentru {0,1}m∈  sistemul este incompatibil. 
5p c) S� se arate c� dac� 3

0 0 0( , , )x y z ∈�  este solu�ie a sistemului, atunci 0 0 02009 1x y z− + ⋅ = .

2. Se consider� mul�imile 2
7{ }|H a a= ∈� �i 7

ˆ ˆ, , 0 sau 0 .|a bG a b a bb a
� �−� �= ∈ ≠ ≠
 
� �
� �� �

�

5p a) S� se determine elementele mul�imii H.
5p b) Fie ,x y H∈  astfel încât 0̂.x y+ =  S� se arate c� 0̂.x y= =
5p c) S� se arate c� G este grup abelian în raport cu opera�ia de înmul�ire a matricelor. 

Varianta 83

84 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 084

1. Se consider� sistemul de ecua�ii liniare 
2 3 3

2
2 4

x y z
x y z m

nx y z

+ − =�
	 − + =

	 + − =�

, unde , .m n ∈�

5p a) S� se determine m �i n pentru care sistemul admite solu�ia 0 0 02, 2, 1x y z= = = .
5p b) S� se determine n∈�  pentru care sistemul are solu�ie unic�.
5p c) S� se determine m �i n pentru care sistemul este compatibil nedeterminat. 

2. Se consider� mul�imea 3

1̂
ˆ ˆ ˆ0 1 0 ,
ˆ ˆ ˆ0 0 1

a b
G a b

� �� �
	 	� �	 	= ∈
 
� �
	 	� �
� �	 	� �

� .

5p a) S� se determine num�rul de elemente ale mul�imii G.
5p b) S� se arate c� G este grup în raport cu opera�ia de înmul�ire a matricelor din 3 3( )� � .

5p c) S� se arate c� 3
3X I= , oricare ar fi X G∈ .

Varianta 84
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V
85 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 085

1. Fie A matricea coeficien�ilor sistemului 
2 0
3 0

2 0

x y z
x y mz
x y z

+ + =�
	 − + =

	− + + =�

, unde .m∈�

5p a) S� se calculeze ( )det A .
5p b) S� se determine m∈�  astfel încât sistemul s� admit� solu�ii nenule. 

5p c) S� se arate c�, dac� 0m = , atunci expresia 
2 2 2
0 0 0
2 2 2
0 0 0

z y x
z y x

+ +
− −

 este constant�, pentru orice solu�ie

   nenul� ( )0 0 0, ,x y z a sistemului.

2. Se consider� ,a b∈� �i  polinomul 4 3 24 6f X X X aX b= − + + + , care are r�d�cinile complexe  

1 2 3 4, , ,x x x x .
5p a) S� se determine a �i b �tiind c� f  are r�d�cina i.
5p b) S� se calculeze ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2

1 2 3 41 1 1 1x x x x− + − + − + − .
5p c) S� se determine valorile reale ale numerelor a �i b �tiind c� toate r�d�cinile polinomului f sunt reale.

Varianta 85

86 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 086

1. Se consider� sistemul  

( )
2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

     

( )

( )

x ay a b z a b
x a y a b z a b
x a y a b z a b

� + + + = +
		 + + + = +

	 + + + = +	�

, unde ,a b∈� .

5p a) S� se calculeze determinantul matricei sistemului. 
5p b) S� se determine ,a b∈�  astfel încât sistemul s� fie compatibil determinat.
5p c) S� se arate c�, pentru orice valori rele ale parametrilor a �i b sistemul are solu�ie. 

2. Se consider� polinomul [ ]4
ˆ ˆ2 1f X X= + ∈� .

5p a) S� se determine gradul polinomului 2f .
5p b) S� se arate c� polinomul f  este element inversabil al inelului [ ]( )4 , ,X + ⋅� .

5p c) S� se determine toate polinoamele [ ]4g X∈�  de gradul 1 cu proprietatea c� 2 1̂g = .

Varianta 86
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V
87 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 087

1. Fie matricea ( )3A∈� � , care are toate elementele egale cu 1.  

5p a) S� se demonstreze c� 2 3 .A A=
5p b) S� se calculeze ( )3

3det I A+ .

5p c) S� se demonstreze c� dac� ( )3B ∈� �  este o matrice cu proprietatea ,AB BA= atunci suma 
elementelor de pe fiecare linie �i de pe fiecare coloan� ale lui B este aceea�i.

2. Fie 1 3
2 2

iε = − + �i ( ) { },a b a bε ε= + ∈
 
 .

5p a) S� se arate c� ( )2ε ε∈
 .
5p b) S� se demonstreze c� inversul oric�rui element nenul din ( )ε
  apar�ine mul�imii ( )ε
 .

5p c) S� se arate c� mul�imea { }2 2 ,M a ab b a b= − + ∈�  este parte stabil� a lui �  în raport cu înmul�irea. 

Varianta 87

88 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 088

1. Fie m∈� �i ( )3

2 1 1
1 1

3 4 1 0
A m

m

−� �
� �= − − ∈� �
� �+� �

�� .

5p a) S� se calculeze ( )det A .
5p b) S� se determine m∈�  astfel încât matrice A s� fie inversabil�.
5p c) S� se determine m∈�  astfel încât 1A A− ∗= .

2. Se consider� corpul ( )3, ,+ ⋅� �i polinoamele 3 3
3

ˆ ˆ, , , 2 2f g f X X g X X∈ = − = + +� .

5p a) S� se determine r�d�cinile din 3�  ale polinomului f.
5p b) S� se arate c� polinomul g este ireductibil în [ ]3 X� .
5p c) S� se determine toate polinoamele [ ]3h X∈�  de gradul trei, astfel încât ( ) ( )h x g x= , oricare ar fi 3x∈� .
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89 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 089

1. Se consider� sistemul de ecua�ii liniare 
1 2

3 4

1 2 3 4 1

x x a
x x b

x x x x

− =�
	 − =

	 + + + =�

, unde , .a b∈�

5p a) S� se arate c�, pentru orice valori ale lui a �i b, sistemul este compatibil.  
5p b) S� se determine ,a b∈�  astfel încât sistemul s� admit� o solu�ie ( )1 2 3 4, , ,x x x x  cu proprietatea c�

1 2 3 4, , ,x x x x �i 1 2x x+  sunt termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice. 
5p c) S� se demonstreze c�, dac� sistemul are o solu�ie cu toate componentele strict pozitive, atunci 1.a b+ <

2. Fie polinomul [ ]3 23 5 1f X X X X= − + + ∈� �i 1 2 3, ,x x x ∈�  r�d�cinile sale. 
5p a) S� se calculeze ( )( )( )1 2 31 1 1x x x− − − .
5p b) S� se arate c� polinomul  f  nu are nicio r�d�cin� întreag�.
5p c) S� se calculeze 2 2 2 2 2 2

1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 2x x x x x x x x x x x x+ + + + + .

Varianta 89

90 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 090
1. Fie M mul�imea matricelor de ordin 3 cu elemente reale având proprietatea c� suma elementelor  
    fiec�rei linii este 0. 

5p a) S� se arate c�, dac� ,A B M∈ , atunci A B M+ ∈ .
5p b) S� se arate c� orice matrice din M este neinversabil�.
5p c) S� se demonstreze c�, dac� A M∈ , atunci 2A M∈ .

2. Se consider� inelele { }2 2 ,a b a b� � = + ∈� �� � �i { }3 3 ,a b a b� � = + ∈� �� � .

5p a) S� se arate c�, dac� x ∈� �i 2 3 2 2x = + , atunci  2x � �∈ � �� .

5p b) S� se arate c� 2 3� � � �∩ =� � � �� � � .

5p c) S� se demonstreze c� nu exist� morfisme de inele de la 2� �
� ��  la 3� �

� �� .

Varianta 90
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91 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 091

1. Se consider� matricea 1 2
4A x

� �= � �
� �

, unde x∈� .

5p a) S� se determine x ∈� �tiind c� 2 5A A= .
5p b) Pentru 2x =  s� se calculeze 2009A .

5p c) S� se determine x∈�  pentru care ( )rang 1tA A+ = .

2. Fie , ,a b c ∈� �i polinomul 4 3 2 22 2( 1) ( 3)f X a X a X bX c= + − + + + + .
5p a) S� se determine , ,a b c , �tiind c� a b c= = , iar restul împ�r�irii lui  f  la 1X + este 10. 
5p b) �tiind c� 1 2 3 4, , ,x x x x ∈� sunt r�d�cinile lui  f, s� se calculeze 2 2 2 2

1 2 3 4 .x x x x+ + +
5p c) S� se determine , ,a b c∈� �i r�d�cinile polinomului  f  în cazul în care  f  are toate r�d�cinile reale. 

Varianta 91

92 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 092

1. Fie matricea 1 1
1 1A � �= � �− −� �

�i mul�imea ( )2 2{ }| tG X AXA O= ∈ =� � , unde tA  este transpusa 

matricei A.
5p a) S� se arate c� dac� ,X Y G∈ , atunci .X Y G+ ∈
5p b) S� se arate c�, dac� ,X G∈  atunci suma elementelor lui X este egal� cu 0. 
5p c) S� se arate c� dac� X G∈ �i det 0X = , atunci nX G∈  pentru orice *.n∈�

2. Se consider� polinomul [ ]4 3 26 18 30 25f X X X X X= − + − + ∈� .

5p a) S� se arate c� polinomul  f  se divide cu 2 2 5X X− + .
5p b) S� se arate c� polinomul  f  nu are nicio r�d�cin� real�.
5p c) S� se arate c� r�d�cinile polinomului  f  au acela�i modul. 

Varianta 92
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93 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 093

1. Se consider� matricea ( )2
1 0
2 1A � �= ∈� �
� �

�� .

5p a) S� se calculeze 3A .

5p b) S� se determine ( ) 1tA A
−

⋅ .

5p c) S� se rezolve ecua�ia ( )2
2,X A X= ∈ �� .

2. Fie ,a b∈� �i polinomul [ ]30 20 10 53 3 .f X X aX X aX b X= − + + + + ∈�
5p a) S� se arate c� restul împ�r�irii polinomului f  la 1X +  nu depinde de a .

5p b) S� se determine a �i b astfel încât restul împ�r�irii polinomului f  la 2X X−  s� fie X .

5p c) S� se determine a �i b  astfel încât polinomul f  s� fie divizibil cu 2( 1) .X −

Varianta 93

94 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 094

1. Fie , ,a b c ∗∈� �i matricea 0
0 0

a a b a b
A b b c

c

− −� �
� �= −
� �
� �

.

5p a) S� se arate c� A  este matrice inversabil�.

5p b) S� se demonstreze c� 0
0 0

n n n n n

n n n n

n

a a b a b
A b b c

c

� �− −
� �

= −� �
� �
� �

, oricare ar fi n ∗∈� .

5p c) S� se calculeze 1A− .

2. Fie [ ]f X∈�  un polinom astfel încât ( ) ( ) ( )2 23 1 3 1f X X f X f X+ + = + + �i ( )0 0.f =

5p a) S� se determine ( 1).f −
5p b) S� se determine restul împ�r�irii polinomului f  la 5.X −
5p c) S� se demonstreze c� .f X=

Varianta 94
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95 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 095
1.  Se consider� *n∈� �i matricea ( )n nA ∈� � , care are elementele de pe diagonala principal� egale cu 
2 �i restul elementelor egale cu 1. 

5p a) S� se calculeze ( )2det 2A .
5p b) S� se determine x ∈�  pentru care ( )3 3det 0A xI+ = .

5p c) S� se arate c� 4A  are invers�, aceasta având elementele de pe diagonala principal� egale cu 4
5
�i restul 

elementelor egale cu 1
5

− .

2. Fie , ,a b c ∈� �i polinomul [ ]3 2f X aX bX c X= − + − ∈�  cu r�d�cinile 1 2 3, , .x x x ∈�
5p a) S� se determine , ,a b c  pentru care 1 2x = �i 2 1x i= + .
5p b) S� se arate c� resturile împ�r�irii polinomul  f  la 2( 1)X − �i la 2( 2)X −  nu pot fi egale, pentru nicio 

valoare a parametrilor , , .a b c
5p c) S� se arate c�, dac� toate r�d�cinile polinomului  f sunt reale �i , ,a b c  sunt strict pozitive, atunci 

1 2 3, ,x x x  sunt strict pozitive. 

Varianta 95

96 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 096

1. Pentru orice matrice ( )2
a bA c d
� �= ∈� �
� �

� �  se noteaz� ( )tr A a d= + .

5p a) S� se verifice c� 2
2 2( ) (det ) 0A tr A A A I− ⋅ + ⋅ = .

5p b) S� se demonstreze c�, dac� ( ) 0,tr A = atunci 2 2 ,A B BA=  pentru orice matrice ( )2 .B ∈� �

5p c) S� se arate c� dac� ( ) 0tr A ≠ , ( )2B ∈� � �i 2 2 ,A B BA=  atunci AB BA= .

2. Fie ,a b∈� �i polinomul [ ]4 3 26 13 .f X X X aX b X= − + + + ∈�
5p a) S� se calculeze suma p�tratelor celor 4 r�d�cini complexe ale polinomului f.
5p b) S� se determine ,a b  astfel încât polinomul f  s� fie divizibil cu ( 1)( 3).X X− −
5p c) S� se determine ,a b  astfel încât polinomul f  s� aib� dou� r�d�cini duble. 
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97 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 097

1. Fie ( )2
a b

A
c d
� �

= ∈� �
� �

�� .

5p a) S� se arate c� ( )det 0tA A⋅ ≥ .

5p b) S� se arate c�, dac� t tA A A A⋅ = ⋅ , atunci ( )( ) 0a d b c− − = .

5p c) S� se demonstreze c�, dac� ( )2009t tA A A A− = − , atunci { }0,1b c− ∈ .

2. Se consider� corpul ( )7 , ,+ ⋅� .
5p a) S� se rezolve în 7�  ecua�ia ˆ ˆ2 3x = .
5p b) S� se arate c� polinomul [ ]2

7
ˆ ˆ2 4p X X= + ∈�  nu are r�d�cini în 7� .

5p c) S� se demonstreze c� func�ia 7 7:f →� � , ( ) 2̂f x x=  este un automorfism al grupului ( )7 ,+� .

Varianta 97

98 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 098

1. Fie sistemul de ecua�ii liniare 
1

   2
0

mx y z
x y z
x y z

+ − =�
	 + − =

	− + + =�

, unde .m∈�

5p a) S� se determine m∈�  astfel încât matricea sistemului s� aib� rangul 2.                                                     
5p b) S� se determine m∈�  astfel încât sistemul s� aib� solu�ii ( )0 0 0

3, ,x y z ∈�  care verific� rela�ia 

0 0 0 4.x y z+ + =

5p c) S� se determine m∈�  astfel încât sistemul s� aib� o solu�ie unic� ( )0 0 0
3, , .x y z ∈�

2. Fie p∈� �i polinomul [ ]4 4 .f X X p X= − + ∈�
5p a) S� se determine p  astfel încât polinomul f  s� fie divizibil cu 1X + .
5p b) S� se determine p  astfel încât polinomul  f  s� aib� o r�d�cin� real� dubl�.
5p c) S� se arate c�, pentru orice p∈� , polinomul  f nu are toate r�d�cinile reale. 

Varianta 98
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99 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 099

1. Fie matricele 2 ( )a bA c d
� �= ∈� �
� �

�� , 2
1 1 ( )1 1B � �= ∈� �
� �

�� �i func�ia : , ( ) det( )tf f x AA xB→ = +� � .

5p a) S� se calculeze tAA .
5p b) S� se arate c� ( )0 0f ≥ .
5p c) S� se arate c� exist� ,m n ∈�  astfel încât ( )f x mx n= + , pentru oricare x∈� .

2. Se consider� mul�imea de numere complexe { }cos sin .G q i q q= π + π ∈


5p a) S� se arate c� 1 3
2 2

i G+ ∈ .

5p b) S� se arate c� G este parte stabil� a lui �  în raport cu înmul�irea numerelor complexe. 
5p c) S� se arate c� polinomul [ ]6 1f X X= − ∈�  are toate r�d�cinile în G.

Varianta 99

100 SUBIECTUL II (30p) – Varianta 100

1. Fie matricea 3 2 .6 4A −� �= � �−� �

5p a) S� se demonstreze c� 2
2 2( ) .I A I A+ = +

5p b) S� se demonstreze c� mul�imea *{ | }nA n∈�  este finit�.
5p c) S� se rezolve ecua�ia ( )3

2,X A X= ∈ �� .

2. Fie , 3,n n∈ ≥� 0 1, ,..., na a a ∈� �i polinomul 1
1 1 0... .n n

n nf a X a X a X a−
−= + + + +

5p a) S� se arate c� ( ) ( )1 1f f+ −  este num�r par. 
5p b) S� se arate c�, dac� (2)f �i (3)f  sunt numere impare, atunci polinomul f nu are nicio r�d�cin�

    întreag�.
5p c) S� se arate c� polinomul  g = 3 3 1X X a− + + , a ∈� , nu poate fi descompus în produs de dou�

    polinoame neconstante, cu coeficien�i întregi. 

Varianta 100
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