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SUBIECTUL Il (30p) Yariantal
1. Se considera matricea A:[S gj ,Ccu abeR si bx0.

a) Sase arate ca daca matricea X € M ,(R) verifica relatia AX = XA, atunci exista u,ve R, astfel

incat X :(u Vj :
vV ou
(@+b)"+(@-b" ~_(a+h)"-(a-h)"

b) Si se arate ci V ne N, A" =| *n yn),unde = ,
) Sa a € (yn X, Xn 5 Yn 2

c) Sase rezolve in multimea M, (R) ecuatia x3 =G éj

2. Se considerd ae Z; si polinomul f =X%+aX+5eZ,[X].
a) Sa se verifice ca, pentru orice be Z;, b# f), are loc relatia o =1.
b) Sisearate ci x° +5=(x% —4)(xC +4), Vxe Z; .
c) Sa se demonstreze ca pentru orice ae Z-, polinomul f este reductibil in Z,[X].

SUBIECTUL Il (30p) Varianta2

1. Se considera matricea Ae M,(R), A:(i ij

a) Sase arate cid existda ae R astfel incat A? = aA.
b) Si se calculeze (A— A')20%

c) Saserezolve ecuatia X° = A, X € M,(R).

2. Pentru a,b din multimea M =[0, ) se defineste operatia a*b = In(e? +eP -1).
a) Sasearate ciadaca a,be M, atunci a*be M .
b) Sa se arate ca legea de compozitie ,,*” este asociativa.

c) Pentru ne N, n>2, sa se determine ae M astfel incat a*a*...xa=2a.
“denoia
enoria
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SUBIECTUL 11 (30p) Varianta3

011
1. Se considera matricea A=|1 0 1 |e M;(R).

110

a) Sa se verifice egalitatea A? - A= 215.

b) Sise calculeze A™L.

c) Sase arate ca AZ009 4 A2008 — 2008 (A4 ),

2. Se considera cunoscut ca (Z, , o ) este un inel comutativ, unde x#y=x+y -3 si

Xoy=X-y—-3x-3y+12, VX, yeZ.

a) Sase arate ca elementul neutru al legii de compozitie ,,o” este 4.

b) Si se determine a,be Z astfel incat intre inelele (Z,*,0) si (Z,+,- ) sa existe un izomorfism
deforma f:Z—>7Z, f(X)=a-x+b.

c) Sase rezolve in multimea Z ecuatia XoXo...ox =229 1+ 3.
%,—/

de 2009 ori x

SUBIECTUL Il (30p) Yariantad

L . (-1 2 2
1. Se considera matricea A_( 5 9 _J.

a) Sa se calculeze rangul matricei A.

b) Sa se demonstreze ca det(A'- A)=0.

c) Sa se determine o matrice nenula Be Ms, (Q) astfel incat AB=0,.
2. Sestieca (G, o) este grup, unde G =(3,) si xoy=(x-3)(y—3)+3. Se consideri functia
f:(0,0) >G, f(X)=x+3.

a) Sase calculeze 40506.

b) Sa se demonstreze ca functia f este un izomorfism de grupuri, de la ((0, =),-) la (G,°).

c) Sase demonstreze ca daca H este un subgrup al lui G care contine toate numerele naturale k >4,
atunci H contine toate numerele rationale g > 3.



5p
Sp
5p

5p
5p
Sp

5p
Sp
5p

5p

5p

http://www.pro-matematica.ro

SUBIECTUL 11 (30p) 2riantas
11 1 1

1. Se considera punctele A(0, 6), B(1, 4), C(-1,8) simatricca M=|0 1 -1 a| unde abeRR.
6 4 8 b

a) Sase arate ca punctele A, B, C sunt coliniare.

b) Sa se determine rangul matricei M in cazul a=3,b=0.

c) Sa se arate ca daca unul dintre minorii de ordin trei ai lui M , care contin ultima coloana, este nul,
atunci rang(M) = 2.

2. Pe multimea Z definim legea de compozitie X*y=5xy +6X+6y+6.

a) Sase arate ca legea “+” este asociativa.
b) Sa se determine elementele simetrizabile ale multimii Z in raport cu legea “ .
C) Saserezolve ecuatia X X X, %X =—1.

de 2009 ori x

Varianta 6

SUBIECTUL 11 (30p)

1. Se considera permutarea ¢ = 12345 € Sg.
312514

a) Sase calculeze o200,

< - . 2
b) Sa se dea exemplu de o permutare 7€ S astfel incat 7o #e si (70)" =e.
c) Sase demonstreze ca, pentru orice 7€ Ss, exista pe N* astfel incat zP =e .

2. Seconsiderd ac C. x;, X,, Xg€ C radacinile ecuatiei x*> —2x%+2x—a=0 si determinantul

X X X3
A = X3 Xl X2
Xp X3 X

a) Pentru a=1, sa se determine X;, X, si X3.
b) Si se arate ca, pentru orice ae R, ecuatia are o singura radacina reala.
c) Sase arate ca valoarea determinantului A nu depinde de a.
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SUBIECTUL I (30p) Varianta7

12 3 4 X+2y+3z+4t=3
1. Se considera matricele A={0 1 2 3|,B=(0 0 0 1) sisistemul y+2z+3t=2.
0 0 12 z+2t=1

a) Sa se determine rangul matricei A.
b) Sa se determine multimea solutiilor sistemului.

c) Sase demonstreze ca ecuatia XA=B nu are solutii X € M;3(C).
ok ok

2. Se considera multimea G = {A(k) = sz ;kj| ke Z}, si pentru fiecare te Z notam cu

H; :{ A(kt-1) | ke Z} . Se admite faptul ca (G, - ) este un grup, unde ,,- " este inmultirea matricelor.
a) Sasearateca Vn, peZ, A(n)-A(p)=A(n+p+1).

b) Sa se demonstreze ca, pentru orice te Z, H; este un subgrup al grupului (G, -).

c) Sa se demonstreze ca grupurile (G,-) si (Z,+) sunt izomorfe.

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 8
1 -1 -1

1. Se considera matricea A=| -1 1 -1|e M;(R).
_1 _1 1

a) Sa se calculeze det(A).

2n 2n
b) Sisearate ca A*" = 2 3 1as2 3+2 I3, pentru orice ne N*.

c) Sase determine AL,
2. Seconsidera ae R si ecuatia X —x+a= 0, cu radacinile complexe Xq, X5, X3.
a) Sase calculeze (x +1) (X, +1)(x3 +1).
b) Sa se determine x, si X3 stiind ca x; =2.
) Sase determine ae R pentru care X, X,, X3 sunt numere intregi.
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SUBIECTUL 11 (30p) Y2riantad
Xa Ya 1

1. Fie A(Xa,Ya), B(Xg.Ys), C(%c,Yc) trei puncte din plan si matricea M =| x5 yg 1|e M(R).
X Yo 1

a) Sasearate c3, daca A, B, C se afla pe dreapta de ecuatie y = 2x, atunci det( M ) =0.

b) Sa se arate ca, daca triunghiul ABC este dreptunghic si are catetele de lungime 1, atunci det(M )=+1.

c) Sasearate ca, daca matricea M este inversabila, atunci suma elementelor matricei M ! este 1.
. . . a b
2. Se considera multimea de matrice A= {( b aj' a,be Z} )

a) Sasearatecd, daci Xe A si Ye A,atunci X +Y e A.

b) Sasearateca, daca Xe A,Ye Asi XY =0,,atunci X =0, sau Y =0,.

¢) Admitem cunoscut faptul ca A este inel in raport cu adunarea si inmultirea matricelor. Sa se determine
elementele inversabile ale acestui inel.

SUBIECTUL I (30p) Varianta 10

1. Se considera permutarile e, a.e S5, e:(1 2 3), oc:(l 2 3).

a) Sase calculeze o,

b) Si se rezolve ecuatia 0®*® - x=¢e, xe S;.
c) Sa se demonstreze ca, oricare ar fi ordinea factorilor, produsul tuturor permutarilor din S; este
permutare impara.

2. Fieinelul Z[i]={a+bi| a,beZ}.
a) Sa se dea exemplu de un numar complex z astfel incat ze Z[i] si z%< Z[i].
b) Sa se determine elementele inversabile ale inelului Z[i].
c) Sase arate ca multimea H ={(m+n)+(m-n)i| m,ne Z] este parte stabila a lui Z[i] n raport
cu fnmultirea.
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Varianta 11

SUBIECTUL 11 (30p)
a b ¢ d

- a -d

- d a -b

-d -¢c b a

a) Pentru a=c=1si b=d =0, sa se calculeze det(A).

1. Pentru a, b, c,de R, se considerd matricea A= si matricea transpusa I\

b) Sa se arate ca AAl=q- l4, unde a=a’+b%+c®+d2.
c) Sa se demonstreze ca daca A= O, , atunci A este inversabila.
2. Se considera a, b, ce R si polinomul f = X3 +ax? +bX +c, cu radacinile x, X,, X3€ C, astfel
incat % |<1,[ x| <1, [x3]<1.
a) Sa se demonstreze ca |a|<3.

b) Sa se arate ca, daca ¢ <0, polinomul are cel putin o radacina reala in intervalul (0, ).
c) Sase arate ca, daca a=1, c=-1, atunci b=-1.

SUBIECTUL II (30p)w

1. Se considera polinoamele f,ge R[X], f = X2+ X +1, cu radacinile complexe X, X, si

c b a 1 1 1
g=aX?+bX +c,cu a=0.Fie matricele A Ve Ms(C), A=|a ¢ b|siV={1 x x

a) Sasearate ca det(V)=3(x, —X;).
9@  9(4)  9(x)
b) Sasearateca AV =| g(l) Xx0(X) X9(X5)
90 xg(%) x59(x)
c) Sase arate ca det(A) =0 daca si numai daci a+b+c=0 sau a=b=c.
2. Se considera functia f : Zg — Zs, f(x)=x* +4x.
a) Sase calculeze f(0) si f(1).
b) Sa se arate ca functia f nu este surjectiva.
c) Sa se descompuna polinomul X* +4X e Zs[X] Tn factori ireductibili peste Zr .
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Varianta 13

SUBIECTUL 11 (30p)
X—-y+z=1
1. Se considera sistemul de ecuatii { X+y+z=3 ,unde me R. Pentru fiecare me R, notamcu S,
mx+Yy+z=3m
multimea solutiilor reale ale sistemului.
a) Sase determine me R pentru care sistemul are solutie unica.
b) Si se arate ca pentru orice me R sistemul este compatibil.

c) Sise determine min{x2+ y2+2%| (x,y,2)e Sl} .

-1 0 -1 1 0 1
G={ X e M,(C)|det(X)=1].

2. Se considera matricele A:( 0 1), B:( 0 1), |2=(l 0), C =A-B si multimea

a) Sase verifice ci A*=B®=1,.

b) Sasearate ca (G, ) este un subgrup al grupului multiplicativ al matricelor inversabile de ordin doi,
cu elemente numere complexe.

c) Sase demonstreze ca C" # 1, pentru orice ne N*.

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 14

a b ¢
1. Se considera matricea A=|2a 2b 2c|,unde a,b,ce R".
3a 3b 3c

a) Sa se calculeze rangul matricei A.

b) Sa se arate ca existi d e R astfel incat A% =dA.
c) Sise arate ca exista matricele K e M3, (R) si Le My3(R)astfel incat A=K - L.

2. Se considera numarul a=+/3—ie C si polinomul feQ[X], f=X*-4X2+16.
a) Sasearateca f(a)=0.
b) Sa se determine radacinile polinomului f.
c) S se arate ca polinomul f este ireductibil in Q[ X].
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Varianta 15

SUBIECTUL 11 (30p)

1. Fie a,b, ce Z si matricea A=

o O 9
o 9 O
L T O

a) Sase calculeze det(A).
b) Sasearate cadaca a+b+c=0 si A nuesteinversabilain M;(Q),atunci a=bh=c.

1
ax+by+cz:§x

c) Sase arate ca sistemul de ecuatii liniare § cx+ay + bz :Ey admite numai solutia x=y=2z=0.

1
bx+cy+az=Ez

2. Se consider polinomul f e R[X], f=X*-5X?+5, cu radacinile x, X,, X3, X, € C.
_ 1 1 1 1
a) Sasecalculeze —+—+-—+—.
Xt Xo X3 Xg
b) Sa se arate ca polinomul f are toate radacinile reale.
€) Sa se arate ca daca g este un polinom cu coeficienti reali care are proprietatea ca pentru orice X real

[g(x)|<| f(X)|, atunci exista ae[-1, 1] astfel incat g =af .

SUBIECTUL 11 (30p) Ariantalé

a b
1. Se considera multimea G ={X =(0 J

a,beR, a>0}.

a) Sasearate cidaca A,Be G, atunci ABe G.
b) Sa se gaseasca doua matrice C, De G pentru care CD = DC.

c) Sasearate cidaca Ae G, atunci 1, —A+A%eG.
2. Se considera a,b,ce Q si polinomul f =X3+ax?2+bX +c.
a) Sase determine a, b, ¢ astfel incat polinomul f sa aiba radacinile x; =X, =1 si X3 =-2.

b) Sa se arate ca daci f are radacina J2 , atunci f are o radacina rationala.
c) Sase arate ca dacd a,b,ce Z, iar numerele f(0) si f(1) suntimpare, atunci polinomul f nu are

radacini Tntregi.
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SUBIECTUL 11 (30p) ~Ariantal7

o . (1 3., (-3 -8
1. Se considera matricele A_(O _1) s B_( 1 3)

a) Sase calculeze A?-B?.
b) Si se calculezedet(l, + A+ A% + A®+ A%) |
c) Sase arate ca ecuatia X % = I, are o infinitate de solutii in M, (Z).
2. Se considera polinoamele f,ge Q[X], f = X4+ X34+ X2+ X +1, cu radacinile x;, X, X3, Xg € C

sig=X2-1.
a) Sa se determine restul impartirii polinomului f la polinomul g.
b) S se calculeze (1-x,)-(1-X;)-(1—X3)-(1—X%,)-

c) Sasecalculeze g(x ) 9(X2)-9(xX3) 9(xX4).

Varianta 18

000
1 0 0le M(R).
110

SUBIECTUL 11 (30p)

1. Se considerd matricea A=

a) Sise calculeze A®.
b) Sa se afle rangul matricei I3+ A+ Al
c) Sa se determine inversa matricei 13+ A.
2. Se consideri a,be R si polinomul f = X3 +4ax? +20X +b, cu radacinile x;, x,, x;€ C .
a) Sase determine X, X,, X3 Incazul a=2,b=0.
b) Sise demonstreze ci (X — X,)? + (X — Xg)° + (X, — X3)? =8(4a% ~15) .
c) Sase determine a,b astfel incat polinomul f sa aiba o radacina dubla egala cu —a.
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SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 19

X+y+z+t=1
X—y+z+t=0
X+y—-z+t=0
X+y+z-t=0

1. Se considera sistemul si A matricea sistemului.

a) Siase calculeze det(A).
b) Sa se rezolve sistemul.
c) Sase determine AL,
2. Fie polinomul f =X*+2X3+aX?-2X +1e R[X] si x,%,%3,%, € C radacinile sale.
1 1

< 1 1
a) Sase calculeze —+—+—+—.
X1 Xo X3 Xg

2
b) Sa se arate ca f(x)=x2[(x—lj +2(x—£j+a+2], Vxe R*,
X X

c) Sase determine ae R pentru care toate radacinile polinomului f sunt numere reale.

SUBIECTUL I1 (30p) ~Arianta20
ay+bx=c
1. Se considera triunghiul ABC, cu laturile AB=c, BC=a, CA=Db sisistemul < cx+az=b.
bz+cy=a

a) Sase rezolve sistemul in cazul a=3,b=4,c=5.
b) Sa se demonstreze ca, pentru orice triunghi, sistemul are solutie unica.
c) Stiind ca solutia sistemului este (o, Yo, Zg) , s se demonstreze ca Xy, Yo, Zg€ (-1,1).

a,be Z3 }

a) Sa se determine numarul elementelor multimii G.
b) Sa se arate ca ABe G, pentru orice A,Be G.
c) Sa se determine numarul matricelor din multimea G care au determinantul nul.

2. Se considera multimea G = { (g Zj
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SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 21

ax+by+cz=b
1. Pentru a,b,ce R", se considera sistemul { cx+ay+bz=a , x,y,ze R.
bx+cy+az=c

a) Sa se arate ca determinantul sistemului este A =(a+b+c)(a® +b? +c? —ab—ac—bc).
b) Sa se rezolve sistemul in cazul in care este compatibil determinat.
c¢) Stiind ca a?+b%+c?—ab—ac—bhc=0 , Sa se arate ca sistemul are o infinitate de solutii (x, Y, z) ,

astfel incat x? +y?=z-1.

2. Se considera multimea G ={(8 E)| a,b,ce Z4}.
a) Sa se determine numarul elementelor multimii G.

b) Sa se dea un exemplu de matrice Ae G cu proprietatea ca det A#0 si det A = 0.

c) Sa se determine numarul solutiilor ecuatiei X 2 =[é g} XeG.

SUBIECTUL I (30p) Varianta 22

X+y+z=0
1. Fie sistemul < ax +yby +cz=0 , cua,b,ce R, distincte doua cate doua si A matricea sistemului.
a’x+b’y+cdz=1
a) Sasearate ca det(A)=(a+b+c)(c-b)(c-a)(b-a).
b) Sa se rezolve sistemul in cazul a+b+c#0.
c) Sase demonstreze ca daca a+b+c =0, atunci sistemul este incompatibil.

2. Se considera sirul de numere reale (a,)n.p, CU @y =0 si a,,; =a2+1, ¥ne N si polinomul
f e R[X], cu f(0)=0 sicu proprietateaca f(x*>+1)=(f(x))?+1, VxeR.
a) Sase calculeze f(5).
b) Sasearateca Vne N, f(a,)=a,.
c) Sasearateca f=X.
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SUBIECTUL 11 (30p) ~Arianta23

o . _(0 5) . . _Jy_(a 5b
1. Se considerd matricea A_(l Oj si multimea C(A)_{X _(b aj

a,be(C}.

a) Sasearateci V X e C(A), XA=AX.

b) Sase arate cidacd Y e C(A) si Y2=0,,atunci Y =0,.

c) Sasearate cadaca Ze C(A),Z =0, si Z are toate elementele rationale, atunci detZ = 0.
2. Se considera ac Zy si polinomul f =X3+2X2+aeZg[X].

a) Sase calculeze f(6)+ f (1)+ f (ﬁ)

b) Pentru a=2, sa se determine radacinile din Z+ ale polinomului f .

c) Sase determine ae Z5 pentru care polinomul f este ireductibil in Z5[ X ].

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 24

1. Se considera o matrice Ae M3 (C). Se noteaza cu A" transpusa matricei A.
a) Sase demonstreze ci Vze C, V X € M5(C), det(zX)=zdet(X).

b) Sa se demonstreze ci det(A—A')=0.
c) Stiindca A= A', si se demonstreze ca rang (A— A')=2.

2. Se considera polinomul f e Q[X],cu f=X* —5X?+4.
a) Sa se determine radacinile polinomului f.
b) Sa se determine polinomul he Q[X], pentru care h(0) =1si ale carui radacini sunt inversele
radacinilor polinomului f.
c) Stiind ci g este un polinom cu coeficienti intregi, astfel incat g(-2)=g(-1)=g(1)=g(2)=2,
sa se arate ca ecuatia g(x)=0 nu are solutii intregi.
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SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 25

1. Tn multimea S a permutarilor de 3 elemente se considera permutarea ¢ = (é i gj

a) Sase verifice ca permutarea ¢ este para.
b) Sa se determine toate permutarile xe S5, astfel incat xo =ox.

c) Sa se rezolve ecuatia X2 = o, Cu Xe S;.
2 2

-1 -1

a) Sasearateca Va,be R\{-1}, X(a)X(b)=X(ab+a+b).

b) Sasearate ca (G, ) este un grup abelian, unde ,,- ” reprezinta inmultirea matricelor.

c) Sase determine te R astfel incat X (1) X (2)...X (2009) = X (t-1).

2. Se considera matricea Az( j si multimea G :{ X(a)=1, +aA|ae ]R\{—l}} :

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 26

1. Se considera matricele A:(O _1j si B:(COSt —sint

0 sint cost

a) Sa se arate ca daca matricea X € M, (R) verifica relatia AX = XA, atunci exista a,be R,

j,cu teR.

astfel Incat X :(a _bj.
b a

b) Sa se demonstreze cd Y ne N, B" = (COS nt —sin ntj.

sinnt  cosnt
c) Saserezolve in multimea M, (R) ecuatia X2=A.

2. Se considera ae R si polinomul f =3X*-2X3%+X?+aX —1e R[X].
a) Sise calculeze i+i+i+i, unde X, X,, X3, X4 € C sunt radacinile polinomului f .
X1 Xo X3 Xg
b) Sa se determine restul impartirii polinomului f la (X —1)2.
c) Sase demonstreze ca f nu are toate radacinile reale.
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SUBIECTUL I (30p) Yarianta27

1. Tn multimea M, (C), se considera matricele Az(g gj si 1, =((1) 2)

a) Sa se determine rangul matricei A+1,.
b) Sa se demonstreze ca daca X € M, ((C) astfel Tncat AX = XA, atunci exista x, ye C astfel

TncétX:(X Oj.
y X

c) Sa se demonstreze ca ecuatia Y = A nu are nicio solutie in multimea M, (C).

2. Pe multimea R se defineste legea de compozitie Xy =X+ Yy+Xxy.
a) Sase arate ca legea ,,*” este asociativa.
b) Fie functia f :R — R, f(x)=x+1. Sa se verifice relatia f (x*y)="f(x)-f(y), Vx,yeR.

5 1.1 1 1
c) Sasecalculeze 1+ ==, s ——x——,
2 3 2008 2009

SUBIECTUL I (30p) Yarianta28

1. Se considerd matricea A:((l) gj

a) Sase rezolve ecuatia det(A—xl,)=0.
b) Sa se arate ca daca matricea X € M, ((C) verifica relatia AX = XA, atunci existd a,be C astfel

~ a v (@ 0
mcatX—(0 bj

c) Sa se determine numarul de solutii ale ecuatiei X3=A, X e M, (C).
2. Se considera multimea de functii G :{ fap:R—>R ‘ fop(x)=ax+b, acR", be R} :
a) Sase calculeze f_; ,0f_;,, unde,o” este compunerea functiilor.

b) Sa se demonstreze ci (G, o) este un grup.
c) Sase arate ca grupul G contine o infinitate de elemente de ordin 2.
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SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 29

X+y+z=0
1. Se considera sistemul { mx+y+z=m-1, me R si matricea A=
X+my+2z=-1

3
S~
N -

a) Sa se determine me R pentru care det(A)=0.

b) Sa se arate ca pentru orice me R sistemul este compatibil.
c) Sase determine me R stiind ca sistemul are o solutie (Xy, Yo, Zp) CU z5 =2.

2. Se considera multimea M, (Z3), submultimea G ={X e My(Z3)| X =[z zabj} si matricele

0 0) . 10
O, =+ <lsil,=|~ X<].

a) Sase verifice ca daca x, ye Zs, atunci X2 +y? =0 daca si numai daca x=y =0.
b) Sa se arate ca multimea H =G\{O,} este un subgrup al grupului multiplicativ al matricelor
inversabile din M, (Zs).

c) Sase rezolve ecuatia X% =1,, XeG.

SUBIECTUL 11 (30p)w

1. Se considerad numerele reale a, b, ¢, functia f :R —> R, f(x)= X2 +2x+3 si determinantii

1 1 1 1 1 1
A=la b <c|siB=| a b c |.
a® b ¢ fa f(b) f(c)

a) Sasearateca A=(a—b)(b—c)(c—-a)(a+b+c).
b) Sasearateca A=B.

c) Sase arate ca, pentru orice trei puncte distincte, cu coordonate naturale, situate pe graficul functiei
f, aria triunghiului cu varfurile in aceste puncte este un numar natural divizibil cu 3.

2. Se considera matricea Az(_é _S’j si multimea G ={ X (a)=1, +aA |ae R},
a) Sasearatecd Va,be R, X(a)X(0)=X(a) si X(a)X(b)=X(a+b-10ab).
b) Si se arate ca multimea H :{ X (a) |ae R\{%}} este parte stabila a lui M, (R) 1n raport cu

fnmultirea matricelor.
c) Sa se rezolve ecuatia X? = l,, XeG.
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SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 31

2
1. Pentru xe C se considera matricea A(x):(xi'1 XX _11}5 M,(C).

a) S se verifice ca (A(x))2 = 2XA(X).
b) Sa se determine toate numerele complexe x pentru care (A(x))4 +(A(x))2 =0,.
c) Sase arate ca ecuatia X2 = A(0), X € M, (C) nu are solutii.

100

2. Se considera polinomul f e C[X], f=(X +i)® +(X =i)'*’, care are forma algebrica

f =0 X' +aggX® +..+aX +a,.
a) Sase calculeze a;p +agg .

b) Si se determine restul Tmpartirii polinomului f la X2-1.
c) Sase demonstreze ca polinomul f are toate radacinile reale.

SUBIECTUL 11 (30p) ~Arianta32
ax+y+z=1

1. Se considera in R? sistemul X+ay+z=1, aeR.
X+y+az=a

a) Sa se arate ca determinantul matricei sistemului are valoarea (a+ 2)(a—1)2.
b) Sa se rezolve sistemul in cazul in care este compatibil determinat.
c) Sase rezolve sistemul in cazul a=-2.

2. Se considera multimea G c M, (Q), G ={(g 1(;bj | a,be Q, a® —10b? =1}.

B e~ (19 60
a) Sa se verifice ca A_(6 19)66'

b) Sasearatecia X -Y e G, pentru oricare X,Ye G.
c) Sa se demonstreze ca multimea G este infinita.
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SUBIECTUL I1 (30p) Arianta33
1 00 010

1. Se considera matricele 1;={0 1 0|, B=/0 0 1|si A:al3+bB+cBZ, a,b,ceR.
0 01 1 00

5p | a) Sasecalculeze BS.

5P | b) Sasecalculeze B,

5p | c) Sasedemonstreze ca Va,b,ce R, (a+b+c)det(A)=0.

2. Se considera corpul (Z7,+,) si H ={x2| xe Z7}.

5p | a) Sasearateca H ={0,1,2,4}.

5p | b) Sa se arate ¢4, pentru orice ae Z-, existd x, y e Z- astfel incat a=x? + y?.

5p | c) Sasearate ca {x*®°|xeZ,}=H.

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 34

4
1. Se considera matricele K=(1 2 3)e M3(R), L=|5 |e M3;(R) si A=LK.
6

a) Sa se calculeze suma elementelor matricei A.
b) Si se arate ca A2 =32A.

c) Sa se arate ca rangul matricei A" este 1, oricare ar fi ne N*.
2. Pe multimea R se considera legea de compozitie x*y=axy—x—y+6, VX, ye R, unde a
este 0 constanta reala.

1 .
a) Pentru a= 3 sa se demonstreze ca legea ,,*” este asociativa.

. . . 1
b) Sa se arate ca legea ,,*” admite element neutru daca si numai daca a= 3

c) Sase arate c, daca intervalul [0, 6] este parte stabila a lui R n raport cu legea ,,*” , atunci ae E ﬂ .
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SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 35

1 2 -1 2
1. Se considera matricele A=|2 2 0 |siB=|1].
1 4 -3 5

a) Sasearate caecuatia AX =B are o infinitate de solutii X € M3 ,(C).

b) Sa se verifice ca A® =10A.
c) Sa se determine rangul matricei A”, adjuncta matricei A.
2. Se considera multimea Z[v2]={a+bv2 | a,be Z}, functia f :Z[J2]->Z,

f (a+by2)=a?-2b%, Va,be Zsi multimea Az{xe Z[\/E] f(x):—l}.

a) Sisearateca 7+5v2¢e A.
b) Sa se arate ca, pentru orice x,ye Z[\/ﬂ f(xy)="f(x)f(y).

c) Sase arate ca multimea A este infinita.

SUBIECTUL Il (30p) Varianta 36

1. Se considera matricele O, :(O Oj si A:(a bje M, (R), cu proprietatea ca A*=0,.

00 c d

a) Sasearateca a+d=0.
b) Sa se arate ca matricea I, + A este inversabila.

c) Sase arate ci ecuatia AX =0, are o infinitate de solutii Tn multimea M, (R).

2. Se considera polinomul f =X*—-2X2+9, cu radacinile x;, X,, X3, X, € C, numarul a=~/2 +i

si multimile A:{g(a) |geQ[X]} i Bz{h(a) |he Q[X], grad(h)<3 .
a) Sase calculeze f(a).

b) Sa se calculeze |xq |+ X, |+| X3 |+| X4 |-

c) Sasearatecia A=B.
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SUBIECTUL I1 (30p) v2rianta3?

a a+l a+2
1. Seconsiderd matriceca A=|b b+1 b+2|,cu abeRR.
1 1 a

a) Sasearate ca det(A)=(a—b)(a-1).
b) Sa se calculeze det(A— At) .
c) Sasearateca rangA>2, Va,be R.
2. Se considera polinomul fe R[X], f = X3+ pX2 +0X +r,cu p,q,re(0,e) sicu radacinile
X, Xo, X3€ C.
a) Sise demonstreze ca f nu are radacini Tn intervalul [0, oo) .
b) Si se calculeze X +x3 + x5 Tn functie de p, qsi .
c) Sase demonstreze ca daca a, b, ¢ sunt trei numere reale astfel incadt a+b+c<0, ab+bc+ca>0
si abc <0, atunci a,b, ce (—e,0).

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 38

0 0O

1. Se considerd matricea A={1 0 | a,b,ce C}.
11

T v O
» O O

a

0 | si multimea de matrice M =<| b
0 c

a) Sase calculeze A®.

b) Sase arate cadaca X € M3(C) si AX = XA, atunci X € M.

c) Sase arate ca ecuatia X2 = A nu are solutii in M(C).
2. Se considera polinomul f = aX* +bx +Cc,cu a,b,ceZ.

a) Sa se arate ca numarul f (3)— f (1) este numar par.

b) Sa se arate ca, pentru orice x,ye Z, numarul f (x)— f(y) este divizibil cu x—vy.
c) Sa se determine coeficientii polinomului f stiind ca f (1) =4 si f(b)=3.
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SUBIECTUL II (30p) “2rianta39

X+y+z=0
1. Se considera sistemul ax+by+cz=0 ,cu a,b,ce R* si A matricea sistemului.
bcx +acy +abz =0
a) Sase calculeze det(A).
b) Sa se rezolve sistemul, in cazul in care a,b,c sunt distincte doua cate doua.
c) Sa se determine multimea solutiilor sistemului, in cazul in care a=b=c.

2. Se considera multimea M :{ a+b\/§ ‘ a,beZ, a? —5p? :1} .
a) Sisearateci x=9+4/5¢ M .

b) Sa se demonstreze ca M este grup in raport cu inmultirea numerelor reale.
c) Sase demonstreze ca multimea M are o infinitate de elemente.

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 40

0 0 1 3 2 1
1. Se considerd matricele 15 = 1 0|,A=|3 9 6|, X=|3|,Y=(1 3 2),
01 2 6 4 2

o o

B=I;+A, C=I13+aA,cu aeR.
a) Sase calculeze S=A-XY .
b) Sa se determine ae R astfel incat BC =15.

c) Sasearate ca A" =14A" Vne N*.
2. Se considera polinomul f = X3 —1e R[X] si numarul ee C\R , astfel incat f (e)=0.

a) Sa se demonstreze ca e2+e+1=0.
X+y+z=0
b) Si se rezolve in multimea numerelor complexe sistemul { X+ ye+ 262=0.
X+ y.s2 +2e=0
c) Sisearate ci, daca f divide f;(X3)+Xf,(X3)+X2f3(X3), unde f,, f,, f; sunt polinoame cu
coeficienti complecsi, atunci fiecare dintre polinoamele f;, f,, f5 este divizibil cu X —1.
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SUBIECTUL I (30p) Yariantadl

X+ py+ p?z=p°
1. Pentru p, g, re C, se considera sistemul < x+qy + qzz = q3

x+ry+r22=r3

a) Sa se arate ca determinantul sistemului este A=(p—q)(q—r)(r-p).
b) Daca p, g, r sunt distincte, sa se rezolve sistemul.
c) Sase arate ca, daca sistemul are solutia (—1,1,1), atunci cel putin doua dintre numerele p,q,r

sunt egale.
b
2. Se considera inelul (A,+,-) unde Az{ ab aj' a,be 25}.

a) Sa se determine numarul elementelor multimii A.
b) Sa se rezolve In multimea A ecuatia X 2 = 5.
c) Sasearate ca (A +,-) nu este corp.

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 42

1. Se considera matricele A,Be M ,(C), cu AB—-BA= A si matricele A, =(8 (1)] Bo :((1) g)

a) Sa se determine rangul matricei A .
b) Sasearate ca AyBy —ByAy=4A.
c) Sase demonstreze ca A"B—BA" =nA", pentru orice ne N, n>2.
2. Se considera polinomul fe R[X], f=4X3-12X?+aX +b.
a) Si se determine a,be R, astfel incat polinomul f sa se divida cu polinomul X2 1.
b) Si se determine a,be R, astfel incat ecuatia f (x)=0 sa aiba solutia x=ie C.

aritmetica si, n plus, xZ +x3 +x2 =11.
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SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 43

1. Se considera multimea M :{(i 3

a) Céte matrice din multimea M au suma elementelor egala cu 1?
b) Sasearateci Ale M .
c) Sa se determine toate matricele inversabile Be M care au proprietatea B2 e M .

j|a,b,c,de N} si matricea A:G g)e M.

2. Se considera ecuatia x* —8x3+ax? +8x+b=0 ,cu a,be R sicusolutiile X, X5, X3, X, € C.
a) Sasearate Ca (X + Xy )(Xo + X3 )+ X Xg + XoX3 + (X + X4 ) Xo Xz +(Xo + X3 ) X X4 =2 —8..
b) Sa se determine ae R astfel incat x; + X4 =X, + X3.
c) Sase determine a,be R, astfel incat X, X,, X3, X, sa fie in progresie aritmetica.

SUBIECTUL I (30p) Varianta 44

1001 00O0O

S . |000O0] ., |0110O0

1. Se considera matricele A= 0000 si B= 0110l
1001 00O0O

a) Sase calculeze AB+BA.
b) Sase arate ca rang(A+B)=rang A+rangB .

c) Sase demonstreze ca (A+B)" = A" +B", ¥ne N*.

2. Se considerz polinomul f =X*+ax®+4X?%+1e C[X] cu radacinile x;,X,,X3,X,€ C.
a) Sase determine ae C astfel incat polinomul f sa se divida cu X +1.
b) Si se arate ca polinomul g = X* +4X? +aX +1 are radacinile i,i,i,i .
X Xo X3 Xg

c) Sase arate ca, pentru orice ae C, polinomul f nu are toate radacinile reale.
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SUBIECTUL II (30p) Y2riantads

o (2 0) , (1 0O). .. ~ ~
1. Se considera matricele A_(S 2), B—(l 1) si multimea C(A)—{XEMZ(R)‘XA—AXJ.

a) Sasearateca Be C(A).

b) Sase arate cadaci X e C(A) , atunci exista x, ye R, astfel incat X =® gj

c) Saserezolve ecuatia X + X2 =A.

2. Se considera multimea G =(-11), functia f :G >R, f(x) =1_—X si corespondenta
+ X

(Xy) > x*y,unde x*y=""Y Vx yeG.
1+xy

a) Sase arate ca aceasta corespondenta defineste o lege de compozitie pe G.
b) Sasearateca Vx,ye G, f(xxy)=Tf(x)f(y).

.. . L 11
c) Stiind ca operatia "+"este asociativa, sa se calculeze > *§ * ., *5 :

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 46

1. Se considera matricea A= (‘2 gje M ,H(R).

a) Sase demonstreze ca ¥ xe R, det(A—xl,)=x?—(a+d)x+ad —bc.
b) Daca A? =0,, sa se demonstreze ca a+d =0.
c) Stiind ca A% =0,, si se calculeze det(A+2l,).
2. Se considera multimea G ={ (a,b)e ZxZ | a® ~3b =1} si operatia
(a,b)#(c,d)=(ac+3bd, ad +bc).
a) Sase determine ae Z pentru care (a,15)e G.
b) Sa se arate ca, pentru orice(a,b),(c,d)e G, (a,b)*(c,d)eG.
C) Sasearate ca (G, *) este grup.
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SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 47

1. Se considera matricele A:@ Zj Bz(é B si functia f: M, (R)— M, (R),
f(X)=AX - XA.

5p | a) Sase determine rangul matricei A.

5p | b) Sasecalculeze f(B).

5p | c) Sasearate caecuatia f(X)=B nu are solutii.
2. Se consider polinoamele f,ge R[X], f =X3*+a?X —a, g=aXx®*-a’X?-1,cu ac R’ si
Xi, Xo, X3 € C radacinile polinomului f.

5p | a) Sisecalculeze xZ +x3 + X3 .
5p

5p

b) Sa se arate ca radacinile polinomului g sunt inversele radacinilor polinomului f.
c) Sase arate ca polinoamele f si g nu au radacini reale comune.

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 48

X+2y+z=1
1. Se considera sistemul < 2x—y+z=1 , unde a si b sunt parametri reali.

TX—y+az=hb
a) Sase determine ae R pentru care determinantul sistemului este egal cu zero.
b) Sa se determine valorile parametrilor a,be R pentru care sistemul este incompatibil.

c) Sase arate exista o infinitate de valori ale numerelor a si b pentru care sistemul admite o solutie
(x, 2 z) , CU X, Y, Z Tn progresie aritmetica.

2. Se considera multimea Gz{ X (t):( cost smtj ‘te R }
-sint cost
a) Sasearatecd X (t)-X(u)=X(t+u), VtueR.

b) Sa se determine te R stiind ca X (t)e M ,(Z).

c) Sase arate ca multimea G formeaza grup abelian Tn raport cu Tnmultirea matricelor.
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SUBIECTUL I (30p) Varianta 49
x+ay=1

1. Se considerd ae R, sistemul {y+az=a si A matricea sa.
z+x=1

a) Sasearateca detA=0.
b) Sa se arate ca solutia sistemului este formata din trei numere in progresie geometrica.
c) Sa se determine inversa matricei A.
2. Se considera pe R legea de compozitie data de relatia x*y=xy —5x—-5y+30, V X, ye R si
multimea G =(5, ).
a) Sase arate ca legea "+" are element neutru.
b) Sa se demonstreze ca G este grup abelian in raport cu legea "+".
X*y=2
c) Sase rezolve in grupul (G, *) sistemul § y*z=x.
ZxX=Yy

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 50

& d 43
b b, by
punctele B (ay, by), unde ke {1,2,3}.
a) Sase calculeze B stiind ca P (1,2), P,(2,4), P;(-3,-6).
b) Sase arate ca det(B) >0, oricare ar fi punctele P, P,, P;.

1. Se considera matricele A:( Je M, 5(R), transpusa A'e Mg, (R), B=AA", si

c) Sasearate ca det(B)=0 daca si numai daca punctele P, P,, P; sunt coliniare pe o dreapta
care trece prin originea axelor.

2. Se considera multimea M = a,be Zs

O O =
Oy
> O> T

a) Sa se determine numarul elementelor multimii M .
b) Sisearate ci ABe M, pentru orice A, Be M .

c) Sase arate ca (M,-) este un grup, unde ,,- ” este inmultirea matricelor.
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SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 51

1. Fiesirul (F,) ., datde F, =F, +F,_4, Vne N, Fy=0, F =1 si matricea A=(

a) Sa se verifice relatia A> = A+1,.
b) Sa se arate ca, daca X € M,(Q), X #0, si AX = XA, atunci X este inversabila.
c) Sasearateca A" =(F”+1 Fn j,Vn >1.

n n-1

2 Fomesoon(3 2 2 4 Sacft 234

3215 4))" 123145
a) Si se demonstreze ca o # NG.

b) Sa se determine numarul elementelor multimii H ={n” ne N*} .

c) Sasearateca H ={n” Ine N*} este un subgrup al grupului (Ss,-) .

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 52

3 4 5
53 6

il

b) Sa se arate ca permutarile G si ot au acelasi numar de inversiuni.

1. Se considera permutarea ce Sg ,c:(; i

a) Sase determine o7 1.

c) Sase arate ca ecuatia x* =o nu are solutii in grupul (Se.").

2. Fie legea de compozitie ,,o 7, definitda pe R prin xey=xy—x—-y+2, Vx,y€ R, si functia

f:R>R, f(x)=x+1.
a) Sise arate cd (1,e0) este parte stabila in raport cu ,,o ”.
b) Sa se demonstreze ca f(xy)= f(x)o f(y) pentruorice x,ye R.

c) Stiind ca legea ,,o” este asociativa, sa se rezolve in R ecuatia xo Xxo...o x =1025.
de 10 ori x
e

11
10

)
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SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 53

1. Pentru orice matrice Ae M, (C), se noteaza C(A) ={X € M,(C)| AX = XA}. Se considera matricele

(0 1 (00 (10 (0 0
5o o)== o= =(o 5)=-[s 1)
a) Sasearatecidaca X,Y e C(A), atunci X +Y € C(A).
b) Sa se arate ca daca E;,E, € C(A), atunci exista o.e C astfel incat A=oal,.

c) Sase arate ca daca C(A) contine trei dintre matricele E;, E,, E5, E4, atunci o contine si pe a patra.

1 2 3 45 b 1 2 3 45
321 45) 2 1 45 3

a) Sase rezolve in S5 ecuatia ax=Db.
b) Sa se determine ordinul elementului ab in grupul (Sg,).

2. Fie a:( j doua permutari din grupul (Sg,-).

c) FiekeZ cu bX =e . Sa se arate ca 6 divide k.

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 54

1. Se considera matricele A:(O _01) si Bz(_ol ﬂ

a) Sase verifice ca AB=BA.

b) Sisearateci A*+B°=2l,.

c) Sase arate ca, pentru orice ne N*, (AB)" #1,.

2. Se considera sirul (F,) . Fo=0,F =1,F, =F +F,_,Vn21sipolinoamele

P,Q,eZ[X],P=X?=X-1, Q,=X"-F,X —F,,,Vn>2.

a) Sa se arate ca polinomul X3 —2X -1 este divizibil cu P.
b) Sa se determine radacinile reale ale polinomului Q.

c) Sa se arate ca, pentru orice n =2, polinomul Q, este divizibil cu P.
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SUBIECTUL I (30p) Y2riantass
i a _b - . . L X «
1. Matricea Az(b a je M y(R) sisirurile (xy) _y  (Yn)ooy venfm( :ij: A( :

j,VneN.

a) Sasearateca x2, + Y2, =(a® +b?)(X2 +y?),Vne N.

b) Sa se arate ci, daca a® +b? <1, atunci sirurile (X,)ney, (Yn)nen SUNt marginite.
c) Sase arate ¢, daca a=1 si b=+/3, atunci Xnig =064X,, Vn=0.

2. Se considera corpul (Zyq,+,").

a) Sa se arate ca ecuatia X =8 nuare solutii in Z; .

b) Sa se determine numarul polinoamelor de grad doi din Zy; [ X].

c) Sise arate ci polinomul X%+ X +1 este ireductibil in Z;[X].

Varianta 56

2
1

SUBIECTUL 11 (30p)

1. Se considera matricea Az[ :gje My (R) sifunctia f: M, (R)— M, (R), f(X)=AX.

a) Sasearateca f(A)=1,.
b) Sasearateca f(X + f(X))=X+f(X), VX e M,(R).
c) Sase arate ca functia f este bijectiva.

2. Se considera matricea Azﬁ 2) si multimea M ={X € M, (R)| AX = XA}.

a) Sase arate cidaca X,Ye M ,atunci XYe M .
b) Sa se arate ca G ={X € M |det X # 0} este grup in raport cu inmultirea matricelor.

c) Sa se determine elementele de ordin doi din grupul G, definit la punctul b).
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SUBIECTUL 11 (30p) YariantasS7

1. Fie matricele A:@ gjeMz(R) si Gﬂje M, (R), cu @””):A(;;”],VneN si X =1y, =0.
n

n+1 n
a) Sa se determine Xg,X,,Y; si Yy,.

b) Sisearate ci X, + y,v/2 =(3+2v2)", VneN.

c) Sasearate ca X,,» —6X,.1+X,=0, Vn=0.

2. Se considera multimile de clase de resturi Z, ={0,1,2,3,4,5,6} si Z¢ ={0,1,2,3,4,5}.
a) Sase rezolve in corpul (Z,,+,-) ecuatia 3x° +4=0.

b) Sa se determine ordinul elementului 3n grupul (Z?)

c) Sise arate ca nu exista niciun morfism de grupuri f : (Zg,+) — (Z7,) cu f (E) =3.

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 58

. . a b)) . . ax+b
1. Fie a,b,c,d >0, matricea A= i functia f:(0,00)—(0,0), f(X)= .
(C djs ’ (0,2) = (0,e2) ()cx+d
Se noteaza A" =(a” b”], unde ne N".
Cn dn

a) Sase arate ca daca det A=0, atunci f este functie constanta.
b) Sa se arate c4, daca det A= 0, atunci functia f este injectiva.

c) Sasearateca (fofofo..o f)(x):%,we N*.
I’]X n

denorif

2. Se considera matricele Az((l) 8) B =(8 é) si multimea G ={l, +aA+bB|a,be R,a#-1}.

a) Si se arate cd orice matrice din G este inversabila.
b) Sa se arate ca G este un subgrup al grupului multiplicativ al matricelor inversabile din M, (R).

c) Sise arate ca ecuatia X% = I, are o infinitate de solutii in G.
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SUBIECTUL Il (30p) Varianta 59
mx+y+z=0
1. Se considera sistemul < x+3y+2z=0,cu me R.
—X—y+4z=0
a) Sa se determine me R pentru care matricea sistemului are determinantul nenul.
b) Sa se determine me R astfel incat sistemul sa admita cel putin doua solutii.
c) Sa se determine me R pentru care dreptele d; :mx+y+1=0,d, :x+3y+2=0,d3:-x-y+4=0
sunt concurente.

. . m n A
2. Se considera multimea H :{6 ij|m,ne Z5,m=ﬂ}.

a) Sa se verifice ca daca Az(g 3 si B:[g’ (i)],atunciB-AzA‘lB.

b) Sa se arate ca H este un grup cu 10 elemente in raport cu inmultirea matricelor.
c) Sa se determine numarul elementelor de ordinul 2 din grupul H.

Varianta 60

SUBIECTUL Il (30p)

1. Se considera matricea Az(_z4 _12j si functia f: M, (R)— M, (R), f(X)=AX.

5p | a) Sase calculeze f(A).
op | b) Sasearateca (f o f)(X)=0,,VXe M,(R).
op | c) Sasearateca f(X)+ f(Y)=1,,VX,Y e M, (R).

2. Se considera multimea P ={Ae M, (R)] AA! = |2} ,unde A' este transpusa matricei A.
5p | @) S se verifice daca matricea ((1) éj apartine multimii P.

5p | b) Sa se arate ca inmultirea matricelor determina pe multimea P o structura de grup necomutativ.
Sp | c) Sasearate cd, daca A,Be P, X e M,(R) si AX =B, atunci X € P.
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SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 61

1 b
1. Se considera multimea G=<M,, [M,, =0 0|, abeRyc M;(R).
0 1

oo

a) Sdsearateca M, -M.q =My pig -V ab,cdeR

b) Sa se arate ca orice matrice din G este inversabila.

c) Sa se calculeze, in functie de a si b, rangul matricei M, |, — M;’b (M;’b este transpusa lui M, ).
2. Se considera un grup (K,-), unde K ={e,a,b,c}, e este elementul neutru si a® =b*=c*=e.

a) Sase rezolve In grupul K ecuatia X =e.

b) Sasearate ca ab=c.
c) Sase arate ca grupul (K,-) nu este izomorf cu grupul (Z,4,+).

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 62

a b

1. Fie matricea A=(C dje M, (R) cu proprietatea ca A% =2A.

-3 -
b) Sa se arate ca, daca a+d =2, atunci A=0, sau A=2l,.

a) Sase arate ca matricea B =( 3 1) verifici relatia B® = 2B .

c) Sasearate ca, daca a+d =2, atunci det(A)=0.

2. Se considera polinoamele f,ge Q[X], f =X*-1,g=Xx%-1.

a) Sase arate ca un cel mai mare divizor comun al polinoamelor f si g este X2 -1.
b) Sa se determine numarul solutiilor complexe distincte ale ecuatiei f (x)g(x)=0.

c) Sa se descompuna polinomul f 1in factori ireductibili in Q[ X].
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SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 63

1. Se considera multimile P={Se M,(R)|S'=8] si Q={Ae My (R)| A'=-A].

a) Sise arate ca (é i’je P si (_02 Sje Q.

b) Sa se arate ca, daca A,Be Q, atunci ABe P.

c) Sase arate ca det(X)>0, oricarear fi X e Q.

2. Se considera polinoamele f = X3 +2X?+3X +45e Z[X] si f = X3+ X +1e Z,[X].
a) Sa se arate ca radacinile din C ale polinomului f nu sunt toate reale.

b) Sa se arate ca polinomul f nu are radacini in Zo.

c) Sa se demonstreze ca polinomul f nu poate fi scris ca produs de doua polinoame neconstante, cu
coeficienti intregi.

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 64

: : _J(x 3y . . (2 3
1. Fie multimea M _{(y Xj|x,ye Z} si matricea A_(l 2).

a) Sasearate cadaca Y e M,(Z) si AY =YA, atunci Y € M.

b) Si se arate cadaci X € M si det(X)=0, atunci X =0,.

c) Sasearateci A"e M,Vne N

2. Se considera polinomul f =X°—X*+3X%-X?-2eC[X].

a) Sa se determine o radacina intreaga a polinomului f.

b) Sise calculeze X7 + X3 +...+ X2, unde X;,X,,...,Xs sunt radacinile polinomului f.

= AL A
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SUBIECTUL 11 (30p) ~Y2rianta6s
ax+y+z=4

1. Se considera sistemul { x+2y+3z=6,cu a,be R.
3x—y-2z=hb

a) Sase determine a,b pentru care sistemul are solutia (1,1, 1).
b) Sa se determine a,b astfel incat sistemul sa fie incompatibil.

c) Sase arate ca pentru orice a€ Z exista be Z astfel Tncat sistemul sa admita solutii cu toate
componentele numere intregi.

2. Se considera multimea de matrice A= |a,b,ce Z,

o O
o 9 O
D O O

a) Sa se determine numarul elementelor multimii A.
b) Si se arate ca, pentru orice X € A, X2 =15 sau X*>=0s;.

c) Sa se determine numarul matricelor X din multimea A care au proprietatea X 2 =0;.

SUBIECTUL Il (30p) Yarianta 66

1. Fiedreptele d;:x+2y=3,d,:3x—4y=-1,d;:4x+3y=m, unde me R.

a) Sise determine m astfel incat dreptele sa fie concurente.

b) Sa se demonstreze ca exista o infinitate de valori ale lui m pentru care varfurile triunghiului
determinat de cele trei drepte au toate coordonatele intregi.

c) Sa se calculeze valorile lui m pentru care triunghiul determinat de cele trei drepte are aria 1.

2. Fie polinomul f =2X3—ax?-aX +2, cu ac R si cu radacinile complexe X, %,, Xs.

a) Sase calculeze f(-1).

b) Sa se determine a pentru care polinomul are trei radacini reale.

c) Sase determine a astfel incat | x |+ X, |+] X3 |=3.
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SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 67

X+y+z=1
1. Fiesistemul < x+my+z=1 ,cu meR si matricea A=
X+my+mz=-2

)

1 1
m 1].
m m
a) Sa se calculeze det(A).

b) Sase arate ca rang(A) =2, oricare ar fi me R.
c) Sa se determine valorile intregi ale lui m =1, pentru care sistemul are solutie cu componente intregi.

) o (1234), (1234) (1234 . _
2. Fie permutarile oc_(z 34 1),[3_(3 14 2], y_(4 31 2) , elemente ale grupului (Sy4,-).

a) Sase verifice ca vy este solutie a ecuatiei ox = xp.
b) Sasearateca o =p%.

3

c) Sa se determine o solutie a ecuatiei xf% = ax in Ss-

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 68

1. Se considera matricele Ae Mz(R) si B=A+ A", unde A' este transpusa matricei A.

a) Sisearateci B'=B.
b) Sa se demonstreze ca, daca B =2l , atunci det(A)>1.

c) Si se demonstreze ca, daci x,ye C si matricea XA+ yA' este inversabila, atunci x +y = 0.

2. Se considera ecuatia X+ px+q=0, p,qeR,si X1, Xy, X3 solutiile complexe ale acesteia.
a) Stiindca p=1si q=0, sa se determine x;,X,,X3.
b) Sa se determine p si g stiind ca x; =1+1i.

C) Sasearate ci 12(x{ + X4 +x3) =706 + X3 + X3) (6 + X5 +x2)2.
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SUBIECTUL I (30p) Y2rianta 69
110

1. Fie matricea A={0 0 1 |e M3(R).
010

a) Sa se verifice relatia A> — A= A% —1I,,

b) Sisearateci A"—A"?=A%—1,,Vne N, n>3.

c) Sa se arate ca, pentru orice ne N*, suma elementelor matricei A" este n+3.
2. Pentru fiecare ne N* se defineste polinomul P, = X" -1 C[X].

a) Sa se determine radacinile complexe ale polinomului P, .

b) Sa se descompuna polinomul Py in factori ireductibili in C[X].

c) Sa se descompuna polinomul Py in factori ireductibili in R[X].

SUBIECTUL 11 (30p) Y2rianta7o

1. Pentru orice doua matrice A,Be M,(R) se defineste matricea [A, B]= AB — BA.

a) Pentru Ae M,(R), sa se calculeze [A, A2].

b) Sa se arate ca, pentru orice Ae M, (R), [A, Al= O,, unde A" este adjuncta matricei A.
c) Sise arate ca, pentru orice A,B,Ce M,(R), [A[B,C]]+[B,[C,Al]+[C,[A B]]=0,.

2. Se considera intervalul H =(0,1).

a) Sase arate ca relatia acb= ab defineste o lege de compozitie pe H.
ab+(-a)1-b)

b) Sa se arate ca functia f:(0,+e)—(0,1), f (x):i1 are proprietatea f (xy)= f(x)o f(y), Vx,y>0,
X+

unde legea "o" este definita la punctul a).
c) Stiind ca legea "o definita la punctul a) este asociativa, sa se rezolve in multimea (H,o) ecuatia

1
XoXoX=—.
2
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SUBIECTUL 11 (30p) Yarianta7l
2100 ..00
1210 ..00
0121 ..00
1. Se considera determinantul de ordin n>2, D, = R
00 .. .. .. 10
00 .. ... .. 21
00 .. ... .. 12

a) Sase calculeze Dy =

o N
=N e
N E O

b) Sa se verifice ca D, =2D,,; —D,_,, Vn>4.

c) Sasearateca D,=n+1 Vnx>2.

2. Un grup (G,), cu elementul neutru e, are proprietatea (p) daca x2=e, VxeG.

a) Sa se verifice ca multimea Z, xZ, , impreuna cu legea de compozitie data de
(a,b)-(c,d)=(a+c,b+d),Va,b,c,de Z, este un grup care are proprietatea (p).

b) Sa se arate ca daca un grup G are proprietatea (p) , atunci (xy)? = x%y?, Vx,ye G .

C) Sa se arate ca orice grup care are proprietatea (p) este comutativ.

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 72
111

1. Seconsidera matricea A={1 1 1|e M;(R).
111

a) Sa se rezolve ecuatia det(l; + XAZ) =0, xe R.
b) Sa se determine o matrice Be M;(R) cu proprietatea B2 =A.
c) Sase arate ca VCe My(R), Vxe R, det(C + xA)det(C — xA) < (detC)°.

2. Se considera polinomul p=X3—X +m cu me R si cu radacinile x;,X,,%; € C.
a) Stiind cda m=-6, sd se determine X, Xo, X3.

b) Si se calculeze X} + X, +X3.

c) Sase determine me R pentru care polinomul p are toate radacinile intregi.
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Varianta 73

b
d

SUBIECTUL 11 (30p)
1. Fie matricea M =(i

e 6l
y' c d)\y)
a) Stiindca a=1,b=2,c=3,d =4 sica A(-L1), sa se determine coordonatele punctului Ay, .
b) Stiindca a=1,b=2,c=2,d =4, sa se arate ca toate punctele Ay, se afla pe dreapta y =2x.
c) Fie A, B, C trei puncte in plan. Daca se noteaza cu S si Sy, ariile triunghiurilor ABC , respectiv
Ay By Cpy s atunci Sy =S-|detM |.
a b c
2. Se considera multimea A= 0 a d |a,b,c,de Zy

0 0 a

a) Sa se determine numarul elementelor multimii A.
b) Sa se arate ca multimea A este parte stabila in raport cu inmultirea matricelor din M 5(Z,) .

je M ,(R) . Se asociaza fiecarui punct A(x,y) punctul Ay (x',y"), unde

c) Sa se rezolve ecuatia X2 =X ,cu X e A.

SUBIECTUL I (30p) Yarianta74
0 1 -1
1. Se considera matricea A=|-1 0 2
1 -2 0

a) Sase calculeze detA.

b) Si se verifice relatia A(A? +615)=0j,.

c) Sase arate ci det(l5 +XxA%) >0, Vxe R.

2. Se consideri a,be Z si polinomul p=X2+aX?+X +b, cu radacinile x,X,,%; € C.

a) Stiind ca a=b=1, sa se afle radacinile polinomului p.

b) Sa se determine asi b, stiind ca polinomul p are radacina dubla 1.

¢) Tncazul b=1, si se determine valorile lui a pentru care polinomul p are o radacina rationala.
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SUBIECTUL 11 (30p) Yarianta7s
2 -1 -1 111 .1 )
1. Seconsidera matricele A={ -1 2 -1|,B=|1 1 1]si MX=—A+—ZB, cu xeR .
1 -1 2 111 33X

a) Sia se calculeze produsul AB.
b) Si se arate ca MXMy = Mxy, X,yeR .
c) Sase arate ca, pentru orice x real nenul, det(M X ) #0.

2. Se considera polinomul p=X*—-aX3-aX +1, cu ac R si cu radacinile x,, Xp, X3, X4€ C.

< . < 1 1 1 1
a) Saseverificeca X + X, +Xg+ Xy =—+—+—+—.
X X X3 X
b) Sa se arate ca polinomul p nu este divizibil cu X 2_1 pentru nicio valoare a lui a.

1 . - . .
c) Sase arate ca daca a= > atunci toate radacinile polinomului p au modulul 1.

SUBIECTUL 11 (30p) ~2rianta76
1+a® ab ac
1. Se considera matricea A=| ba 1+b® bc ,CU a,b,ce R si A adjuncta sa.
ca cb  1+c?

a) Si se calculeze determinantul matricei A.

b) Sa se verifice ca det(A") = (det A)°.

c) Sa se arate ca matricea A— I3 are rangul cel mult 1.

2. Fie (G,:) un grup. Pentru fiecare element ac G se defineste functia f,:G — G, f,(x)=ax,VxeG.
a) Sa se arate ca f, este bijectiva, pentru orice ae G.

b) Sasearate ca f, o f, = fy,, Va,beG.

c) Fie 7(G)={f,:G —>G|ae G}. Sasearate ca F(G) Tmpreuna cu operatia de compunere a
functiilor formeaza un grup.
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SUBIECTUL Il (30p) Varianta 77

X— y—-mz=1
1. Seconsidera sistemul <mx+ y+mz=1-m, meR.
mx+3y+3z=-1

a) Sa se calculeze determinatul matricei sistemului.
b) Sa se arate cd, pentru orice me R, matricea sistemului are rangul cel putin egal cu 2.
c) Sa se determine me R pentru care sistemul este incompatibil.

2. Se considerd o.>0 un numar real si multimea G, = (o, =). Pe R se defineste legea de compozitie
Xxy=3Xy —6(Xx+Yy)+70.

a) Sa se arate ci pentru a.=2, cuplul (G,,*) este grup abelian.

b) Sa se arate ca grupurile (G,,*) si (R:) sunt izomorfe, prin functia f :G, — R:, f(x)=3x-6.

c) Sa se arate ca, pentru orice o.>2, multimea G, este parte stabila a lui R Tn raport cu operatia ,, *”.

SUBIECTUL Il (30p) Yarianta78
2X—3y+4z-5t=-1
1. Se considera sistemul < x+9y+mz+ t=3 , m,n,pe R.
5x—-6y+10z+nt=1p
a) Sa se determine p astfel incét sistemul sa admita o solutie (Xy, Yo,Zo,ty) cu zg =ty =0.
b) Sa se arate ca, pentru orice m,ne R, rangul matricei sistemului este mai mare sau egal cu 2.
c) Sa se determine m,n, pe R pentru care sistemul este compatibil, iar matricea sistemului are rangul 2.

2. Fie multimea Q 4= {m| m,ne Z, msin suntimpare} si G=QyXxZ . Pe G se defineste legea de
n

compozitie (., ky ) *(dp Ky ) = (0l ks +kz), Vo, 02 € Qo Vky Ky € Z.
a) Sa se arate ca (G, *) este grup abelian.
b) Sa se calculeze (1,1)#(1,2)+*...%(1,10).

c) Sa se arate ca functia f:G — Q" f((q,k)):q-zk este un izomorfism Tntre grupurile (G,*) si (Q*)
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SUBIECTUL II (30p) “Arianta?d
X+ my + 2z=1

1. Se considera sistemul {x+(2m-1)y+ 3z=1 , meR.
X+ my+(m-3)z=2m-1

a) Sa se determine me R pentru care sistemul are solutie unica.
b) Sa se determine me R pentru care sistemul este compatibil nedeterminat.

c) Pentru m=1 sa se determine solutiile reale (X,,Y,,Z,) ale sistemului pentru care 2x8 — y& +32% =14.

2. Pe multimea G =[0,1) se defineste legea de compozitie x*y={x+y}, unde {a} este partea
fractionara a numarului real a.

a) Sa se calculeze 2 *E.
3 4
b) Sa se arate ca (G,*) este grup abelian.

. 1
c) Sa se rezolve ecuatia X X X:E’ xeG.

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 80
' (12345 e
1. Fie permutarea G—(z 3 4 5 lje Sg si multimea A—{O‘ | ne N I

a) Sa se determine numarul inversiunilor lui o .
b) Sa se determine numarul elementelor multimii A.

c) Fie te Sy astfel incat 7o” = 0%z . Sa se arate ¢i 76 =07 .

2.Fie f:R— R o functie si multimea H ={TeR|f(x+T)=1f(x), VxeR].
a) Sa se arate ca, daca T € H,atunci —T € H.

b) Sa se demonstreze ca H este subgrup al grupului (R, +).

c) Sa se determine multimea H pentru functia f :R > R, f (x)={x}.
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SUBIECTUL II (30p) “riantasl

1. Fie me R si punctele A(m,1), B(1-m,2), C(2m+1, 2m+1). Se considera matricea
m 1 1
M=|1-m 2 1.
2m+1 2m+1 1
a) Sa se calculeze det(M).
b) Sa se arate ci punctele A, B, C sunt necoliniare, oricare ar fi me R.

o - . 15
c) Sa se arate ca aria triunghiului ABC este mai mare sau egala cu Ere

a b
2. Fie multimea de matrice Az{( b a}' a,be ZS}.

a) Sa se dea un exemplu de matrice nenula din multimea A care are determinantul 0.
. . (21 0 0

b) Sa se arate ca exista o matrice nenula M € A astfelincat | . . [-M=| . _|.

-1 2 00

2 1
c) Sa se rezolve ecuatia X 2 :[ . AJ :
-1 2

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 82

x+ay+(b+c)z

0
1. Se considera sistemul de ecuatii liniare cu coeficienti reali { x+by+(c+a)z=0.
0

x+cy+(a+b)z

a) Si se calculeze determinantul matricei sistemului.
b) Sa se arate ca, pentru orice a,b,ce R., sistemul admite solutii nenule.
c) Sa se rezolve sistemul, stiind cia a # b si ca (1,1,1) este solutie a sistemului.

S . X iy
2. Se considera multimea G = iy x
a) Sa se demonstreze ci G este parte stabila in raport cu inmultirea matricelor din M, (C).
b) Sa se arate ca (G,-) este grup abelian.

x,ye R, x% +y? 7&0}.

c) Sase arate ca functia f :((C*,-)—>(G,-) cu f(x+iy):(i))(/ Is(lj Vx,ye R este izomorfism de

grupuri.
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SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 83

X—y+z=1
1. Fie sistemul de ecuatii liniare § x+ (m2 -m-1)y+(m+1)z=2 ,unde me R.
2x+(m2 -m-2)y+2(m+1)z=3
a) Si se demonstreze ca sistemul are solutie unica daca si numai daca me R\{0,1}.
b) Sa se arate ca pentru me {0,1} sistemul este incompatibil.
c) Sa se arate ca daca (X, Yg,Zg)€ R® este solutie a sistemului, atunci x5 —yg +2009-z, =1.

a

2. Se considera multimile H ={a?|ae Z,}siG = {(b

_abj|a,be Z,,a+0 sau b;t@}.

a) Sa se determine elementele multimii H.
b) Fiex,ye H astfel incatx+y= 0. Sa se arate ci X = y= 0.
c) Sa se arate ca G este grup abelian in raport cu operatia de inmultire a matricelor.

SUBIECTUL 11 (30p) ~Arianta8d
X+2y—-3z=3
1. Se considera sistemul de ecuatii liniare < 2x— y+ z=m,unde m,ne R.
nx+ y—-2z=4

a) Sa se determine m si n pentru care sistemul admite solutia xy =2, yy =2, 25 =1.
b) Sa se determine ne R pentru care sistemul are solutie unica.

c) Sa se determine m si n pentru care sistemul este compatibil nedeterminat.

b

0 a,be Z,

1

1
2. Se considera multimea G = 0

~

0

QD

O =

a) Sa se determine numarul de elemente ale multimii G.
b) Sa se arate ca G este grup in raport cu operatia de inmultire a matricelor din M;(Z3).

c) Sa se arate ca X3=I3, oricarear fi XeG.
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SUBIECTUL Il (30p) Yarianta8s
2X+ y+ z=0

1. Fie A matricea coeficientilor sistemului < 3x— y+mz=0, unde me R.
—X+2y+ z=0

a) Sa se calculeze det(A).

b) Sa se determine me R astfel incat sistemul sa admita solutii nenule.

25+ Y5+ X5

2_ 2 2
Z)—Yo %o

c) Sa se arate ca, dacd m=0, atunci expresia este constanta, pentru orice solutie

nenula (Xo, Yo, 2o ) @ sistemului.

2. Se considera a,be R si polinomul f =X*-4X3+6X2+aX +b, care are radacinile complexe
X1, X9, Xg, Xg -

a) Sa se determine a si b stiind ca f are radacinai.

b) Sa se calculeze (x, —1)° + (%, —1) +(Xg —1)2 +(%,=1).

¢) Sa se determine valorile reale ale numerelor a si b stiind ca toate radacinile polinomului f sunt reale.

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 86

X+ ay+ (a+b)z=a+b
1. Se considera sistemul {x+a’y+(a®+b?)z=a’+b?, unde a,be R.
x+a3y+(a3+b3)z=a3+b3

a) Sa se calculeze determinantul matricei sistemului.
b) Sa se determine a,be R astfel Tncat sistemul sa fie compatibil determinat.
c) Sa se arate ca, pentru orice valori rele ale parametrilor a si b sistemul are solutie.

2. Se considera polinomul f =2X +1e Z,[X].
a) Si se determine gradul polinomului f?2.

b) Sa se arate ci polinomul f este element inversabil al inelului (Z4 [X]+) .
a

c) Sa se determine toate polinoamele ge Z,[X | de gradul 1 cu proprietatea ¢ g2 =1.
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SUBIECTUL 11 (30p) Yarianta87

1. Fie matricea Ae M5(R), care are toate elementele egale cu 1.
a) Si se demonstreze ca A% =3A.

b) Si se calculeze det( I3+ A3) :

c) Sa se demonstreze ca daca Be M5 (IR) este o matrice cu proprietatea AB = BA, atunci suma
elementelor de pe fiecare linie si de pe fiecare coloana ale lui B este aceeasi.

Ve

2 Fie e=-~+i 7 5i Q(e)={a+be| abeq).

a) Sa se arate ci £2 € Q(¢).

b) Sa se demonstreze ca inversul oricarui element nenul din Q(&) apartine multimii Q(¢).

c) Sa se arate ca multimea M ={a2 —ab+ b2| a,be Z} este parte stabila a lui Z 1n raport cu Tnmultirea.

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 88
2 1 -1

1L.FiemeRsi A=| -1 m -1|e Mz(R).
3m+4 1 0

a) Sa se calculeze det(A).

b) Sa se determine me R astfel incat matrice A s fie inversabila.
c) Sa se determine me R astfel incat AL = A*.

2. Se considera corpul (Z3,+,-) si polinoamele f,ge Z,, f = x3-X, g= X3 42X +2.
a) Sa se determine radacinile din Z5 ale polinomului f.

b) Si se arate ca polinomul g este ireductibil in Z5[ X ].

c) Sa se determine toate polinoamele he Z;[ X | de gradul trei, astfel incat h(x)=g(x), oricare ar fi xe Z.
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SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 89

X — Xy =2
1. Se considera sistemul de ecuatii liniare X3 — X4 =Db ,unde a,be R.
X+ Xo + X3+ %X =1
a) Sa se arate ca, pentru orice valori ale lui a si b, sistemul este compatibil.
b) Sa se determine a,be R astfel incat sistemul sa admita o solutie (x;, Xy, X3, X4 ) CU proprietatea ca
Xi, X, X3, X4 SI X + X, Sunt termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice.
c) Sa se demonstreze ca, daca sistemul are o solutie cu toate componentele strict pozitive, atunci a+b<1.
2. Fie polinomul f =X3®-3X2+5X +1e R[X] si x,%,,%3€ C radacinile sale.
a) Sa se calculeze (1-x)(1-%y)(1—-x3).
b) Sa se arate ca polinomul f nu are nicio radacina intreaga.
c) Si se calculeze XZx, + X2Xg + X2X + X3Xg + XX + X3 Xy .

SUBIECTUL 11 (30p) Y2rianta90

1. Fie M multimea matricelor de ordin 3 cu elemente reale avand proprietatea ca suma elementelor
fiecarei linii este 0.

a) Sa se arate ca, daca A,Be M , atunci A+Be M .

b) Sa se arate ca orice matrice din M este neinversabila.

c) Sa se demonstreze ca, daca Ae M , atunci A’e M .
2. Se considera inelele Z[\/ﬂz{a+b\/§| a,be Z} si Z[\/ﬂ:{a+b\/§| abeZ|.

a) Sa se arate i, dacd xe R si x? =3+22, atunci xe Z[\/ﬂ
b) Sa se arate ca Z[\/E] mZ[\@] =7Z.

c) Sa se demonstreze ca nu exista morfisme de inele de la Z[\/E] la Z[\/ﬁ}
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SUBIECTUL II (30p) “Ariantadl

1 2

1. Se considera matricea Az(x 4), unde xe R.

a) Sa se determine xe R stiind ca A% =5A.

b) Pentru x =2 si se calculeze A%0%° .

c) Sa se determine xe R pentru care rang(A+ Al ) =1.

2. Fie a,b,ce R si polinomul f =2X*+2(a-1)X3+(@%+3)X2+bX +c.
a) Sa se determine a,b,c, stiind ca a=b=c, iar restul impartirii lui f la X +1este 10.
b) Stiind ca X, X, X3, X, € C sunt radacinile lui f, sa se calculeze X2 + X3 + X3 + 3.

SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 92

1. Fie matricea Az(_i _ﬂ si multimea G ={X € M, (R)|AXA '=0,}, unde A' este transpusa

matricei A.

a) S se arate ca daca X,Y e G, atunci X +Y e G.

b) Sa se arate ca, daca X € G, atunci suma elementelor lui X este egala cu 0.
c) Sa se arate cadaca X € G si det X =0, atunci X" e G pentru orice ne N,
2. Se considera polinomul f = X*-6X°%+18X2-30X +25e C[X].

a) Sa se arate ca polinomul f se divide cu X 2_2X +5.

b) Si se arate ca polinomul f nu are nicio radacina reala.
c) Sa se arate ca radacinile polinomului f au acelasi modul.
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SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 93

1. Se considera matricea A= G ?)e My (R).

a) Sa se calculeze A3.
. t -1
b) Sa se determine (A- A ) .
c) Sa se rezolve ecuatia X2 = A, X € M, (R).

2. Fie a,be R si polinomul f = X3 -3x2% +ax%+3X°+aX +be R[X].
a) Sa se arate ca restul impartirii polinomului f la X +1 nu depinde de a.
b) Sa se determine a si b astfel Tncét restul Tmpartirii polinomului f la X2 - X sifie X .

c) S se determine a si b astfel incat polinomul f s fie divizibil cu (X —1)2.

SUBIECTUL 11 (30p) ~Arianta94
a a-b a-b
1. Fie a,b,ce R" simatricca A=|0 b b-c
0 O c

a) Sa se arate ca A este matrice inversabila.
a"” a"-p" a"-p"

b) S se demonstreze ca A" =| 0 b" b" —c" |, oricare ar fi ne N*.
0 0 c"

c) Sa se calculeze A™L.
2. Fie feR[X] un polinom astfel incat f (X +3X +1)=f%(X)+3f (X)+1si f(0)=0.
a) Sa se determine f (-1).

b) Sa se determine restul impartirii polinomului f la X —5.
c) Sa se demonstreze ca f = X.
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SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 95

1. Se considerd ne N* si matricea A, € M, (R), care are elementele de pe diagonala principala egale cu
2 si restul elementelor egale cu 1.
a) Sa se calculeze det(2A,).

b) Sa se determine xe R pentru care det(A; +xl3)=0.

. A . o 4 .
c) Sa se arate ca A, are inversa, aceasta avand elementele de pe diagonala principala egale cu 3 si restul

1
elementelor egale cu o

2. Fie a,b,ce R si polinomul f =X®-aX?+bX —ce R[X] cu radacinile x,%,,x; € C.

a) Sa se determine a,b,c pentrucare x; =2 si X, =1+i.

b) Si se arate ca resturile impartirii polinomul f la (X —1)2 si la (X —2)? nu pot fi egale, pentru nicio
valoare a parametrilor a,b,c.

c) Sa se arate cd, daca toate radacinile polinomului f sunt reale si a,b,c sunt strict pozitive, atunci
Xi, Xy, X3 Sunt strict pozitive.

Varianta 96

1. Pentru orice matrice Az(i 2

a) Sa se verifice ca A% —tr(A)- A+ (detA)-1,=0,.

SUBIECTUL I (30p)
je M, (R) se noteaza tr(A)=a+d.

b) Sa se demonstreze c, daci tr (A) =0, atunci A?B = BA?, pentru orice matrice Be M, (R).
c) Sa se arate ca dacd tr(A) =0, Be M, (R) si A?B=BA?, atunci AB=BA.

2. Fie a,be R sipolinomul f=X*-6X3+13X%+aX +be R[X].

a) Sa se calculeze suma patratelor celor 4 radacini complexe ale polinomului f.
b) Sa se determine a,b astfel incat polinomul f sa fie divizibil cu (X =1)(X —3).

c) Sa se determine a,b astfel incat polinomul f sa aiba doua radacini duble.
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SUBIECTUL I (30p) Yarianta97
b
djeMz(R)-

a) Sa se arate ca det(A- At)zo .

. a
1. Fie A:(
c

b) Sa se arate ca, daci A-A'=A'- A, atunci (a—d)(b-c)=0.
3 . 12009 . _
c) Sa se demonstreze ca, daca (A— A ) =A-A", atunci |b-c|e{0,1}.
2. Se considera corpul (Z,,+,).
a) Sa se rezolve in Z-, ecuatia 2x=3.
b) S se arate ca polinomul p=2X?+4e Z, [X] nu are radacini in Z-.

c) S se demonstreze ca functia f:Z; —Z;, f(x)=2x este un automorfism al grupului (Z,+).

SUBIECTUL 11 (30p) Y2riantads
mx+y—-z=1

1. Fie sistemul de ecuatii liniare 4 x+y—z=2,unde me R.
-X+y+2=0

a) Sa se determine me R astfel Tncat matricea sistemului sa aiba rangul 2.

b) Sa se determine me R astfel Tncét sistemul sa aiba solutii (x,,Y,,2,)€ R care verifici relatia
Xo+ Yo +2Zp =4

c) Sa se determine me Z astfel Tncét sistemul s aiba o solutie unica (X,,Y,,2,)€ 73

2. Fie pe R sipolinomul f =X*-4X +pe R[X].

a) Sa se determine p astfel incat polinomul f sa fie divizibil cu X +1.

b) Sa se determine p astfel incat polinomul f si aiba o radacina reala dubla.
c) Sa se arate ca, pentru orice pe R, polinomul f nu are toate radacinile reale.
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SUBIECTUL 11 (30p) Varianta 99

1. Fie matricele Az(g gje M,(R), B :G Be M, (R) sifunctia f :R—> R, f(x)= det(AA! + xB) .

a) Sa se calculeze AA'.
b) S se arate ca f (0)>0.
c) Sa se arate ca exista m,ne R astfel incat f (x) =mx+n, pentru oricare xe R.

2. Se considera multimea de numere complexe G :{cos qm+isin qn| qe Q}.

NG

a) Sa se arate ca 1+i—eG.
2 2

b) Sa se arate ca G este parte stabila a lui C n raport cu inmultirea numerelor complexe.

c) Sa se arate ca polinomul f = X® —1e C[X] are toate radacinile in G.

SUBIECTUL I1 (30p) Varianta 100

. . 3 2
1. Fie matricea A_(G _4)

a) Sa se demonstreze ca (I, + A)2 =1, + A,

b) S se demonstreze ci multimea {A" |ne N} este finita.

c) Sa se rezolve ecuatia X3 = A, X e M, (R).

2.Fie neN,n>3, ay,a,..,a, € Z si polinomul f =a,X"+a, ;X" +..+aX +ay.
a) Sasearatecd f(1)+ f(—1) este numar par.

b) Sa se arate cd, daca f(2) si f(3) sunt numere impare, atunci polinomul f nu are nicio radacina
ntreaga.

c) Sa se arate ca polinomul g =X $_X+3a+l, acZ, nu poate fi descompus Tn produs de doua
polinoame neconstante, cu coeficienti intregi.





